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Einleitung. 


Man kann wohl behaupten, daB die Kenntnis der 
Invariantentheorie keine sehr verbreitete ist, obwohl diese 
Disziplin in viele Gebiete der Mathematik wesentlich ein- 
greift, und auf ihre Bedeutung stets von neuem hingewie- 
sen wird. 

Der Hauptgrund für diese auffällige Erscheinung 
dürfte meines Erachtens darin liegen, daB bei der histori- 
schen Entwicklung der Invariantentheorie die verschieden- 
artigsten Methoden mitgewirkt haben: algebraische und 
zahlentheoretische, wie geometrische; funktionentheoretische 
und gruppentheoretische, reale und symbolische, so daB 
es in der Tat schwierig ist, den inneren Zusammenhang 
der auf so verschiedenen Wegen gewonnenen Ergebnisse 
zu erkennen. 

Das Werk, dessen erster Band hiermit vorliegt, ist 
wesentlich elementar gehalten. Der erste, vorbereitende, 
Abschnitt entwickelt an der Hand der binären quadrati- 
schen und bilinearen Formen bei môglichst wenigen Vor- 
aussetzungen die ersten Grundbegriffe der Theorie, mit 
besonderer Berücksichtigung von Anwendungen auf Geo- 
metrie. Der zweite Abschnitt stellt in den Mittelpunkt 
des Ganzen, wie er auch im zweiten Bande festgehalten 
werden soll, die Differentialgleichungen für invariante 
Bildungen binärer Formen, unter Zugrundelegung der Lehre 
von den Fundamentalsubstitutionen. Im besonderen seien 
die Ausdehnungen auf unabhängige Substitutionen mehrerer 
Variabeln betont. 

Als Anwendungen gewisser transzendenter Kovarianten 
dienen die Reihenentwicklungen elliptischer und verwandter 
Integrale, sowie des Logarithmus einer ganzen Funktion, 
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aus der die Waringschen Potenzsummenformeln hergeleitet 
werden. 
Auch die Symbolik — die im übrigen dem Plane des 


Werkes gemäB nur anhangsweise behandelt wird — wird 
dem Gesichtspunkte der Differentialgleichungen unter- 
geordnet. 


Der zweite Band wird die Weiterführung auf ternäre 
und hôhere Formen, nebst den wichtigsten Anwendungen, 
bringen. 

Auf eine Auswahl geeigneter Aufgaben, die vielfach 
Anwendungen bringen, für die im Texte kein Raum war, 
und die, wie ich hoffe, das Interesse am Gegenstande 
wesentlich beleben werden, habe ich eine nicht geringe 
Mübe verwendet. 

Das Verzeichnis von Lehrbüchern und Monographien 
wird manchem weiterstrebenden Leser willkommen sein. 
Bezüglich der Anwendungen auf die verschiedensten Ge- 
biete der Algebra und Analysis sei besonders auf das 
Werk von Scheibner hingewiesen, bezüglich der Symbolik 
auf das Werk von Gordan-Kerschensteiner, sowie 
hinsichtlich der Anwendungen der Symbolik auf Geome- 
trie auf das Werk von Clebsch-Lindemann. 


Kônigsberg i. Pr., Anfang Mai 1909. 
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Verzeichnis von Druekfehlern. 


Iu Formel (XII) ist dem ersten Gliede rechterhand das 
negative Vorzeichen vorzusetzen. 
In Formel (XIL’) ist rechterhand der erste Faktor D zu 
ersetzen durch Dr, und der Teilnenner Dr ist beidemal 
mit dem Faktor ? zu versehen. 
In Zeile 3 ist hinter ,dritte* ein Komma einzuschieben. 
In der vorletzten Zeile vor Formel (6) ist das Wort ,,Auf- 
gaben“ besser durch ,Gruppen“ zu ersetzen. 
In der viertletzten Zeïle von Satz I ist statt , Variabeln“ 
zu lesen , Variable“. — In der letzten Zeile vor Formel (3) 
ist der Punkt durch einen Doppelpunkt (:) zu ersetzen. 
In der dritten Zeile von Satz IIT ist das Wort ,Rüken“ 
durch ,Rücken“ zu ersetzen. — In Zeile 4 v. u. ist 
zwischen den Worten ,und* und ,dann“ der Buchstabe À 
einzuschieben. j 
In der Anmerkung ist vor dem Punkte einzuschalten: , 
{> — a +ib gesetzt ist. 

“a 
In der zweiten Zeile der Formel (7) ist statt «,, zu lesen «., . 
In der Anmerkung, erste Zeile hinter Formel (18/), ist 
hinter dem Worte ,durch“ einzuschalten: ,die kogre- 
dienten“, 
Mitte der Seite: In der zweiten Zeile der Formel für 


H?, — 4 Dr D, fehlt das Zeichen der geschweiften Klammer. 
— In der ersten Zeile hinter Formel (21a) ist das Wort 
»ersten“ zu ersetzen durch ,zweiten“. 

In der ersten Zeile des zweiten Absatzes hat es statt 
»$S 13, 15“ zu heïifen: ,$ 15“. 

Zeile 2. Auf der rechten Seite der Formel für Q ist der 
erste Faktor x? zu ersetzen durch x?. 

Mitte der Seite. In der zweitan Zeile der Formel für Q 
ist hinter der geschweiften Klammer hinzuzufügen: + ... 


In der zweïten Zeile von Aufgabe 4 ist vor dem Summen:- 
zeichen einzuschalten: ...—. 
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Erster Abschnitt. 


Quadratische und bilineare Formen und 
deren Invarianten. 


Kapitel I. 


Quadratisehe Gleichungen und Formen. 


$ 1. Die elementare Auflôsung der quadratischen Gleichung als 
Eigenschaîft der quadratischen Form. 


Die ,,elementare Auflôsung‘ einer quadratischen Glei- 
chung ax? +2bæ+tce—0 ïin einer ,,Unbekannten‘“ x 
wird durchsichtiger und führt weiter, wenn man sie als 
eine besondere Eigenschaft von der linken Seite der 
Gleichung 


(1) f(œ) = ax? +2bx+c 


auffaft; die ,,Koeffizienten‘‘ a, b, c seien zunächst als 
reelle GrôBen gegeben. 

Hier spielt x allgemeiner die Rolle einer ,,Variabeln‘: 
f heiBt in diesem Sinne eine quadratische ,, Form‘ von 
æ. Für alle Werte der Grôben æ, a, b, ce gilt die 
Identität: 
(1) a f(x) = (ax + b)? + (ac — b?). 
Indem vorderhand a + 0 angenommen wird, unterscheidet 
man zwei Hauptfälle, je nachdem der Ausdruck D, = D 
—ac—b? — die ,,Diskriminante‘ der Form f — 
einen negativen oder positiven Wert besitzt. 

Im ersten Hauptfalle, D <0, setze man: 


(2a) Dh ac—A?, A—+)b?— ac. 
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Dann zerlegt sich die rechte Seite von (I), als Diffe- 
renz zweier Quadrate (aæ + b)? — 4? in das Produkt: 


(II a) a f(æ) = (ax + b — À) (ax + b + À). 


Frägt man jetzt nach den ,Wurzeln‘* der Form f, oder, 
wie man gewôhnlich sagt, der Gleichung f — 0, also nach 
denjenigen Werten der Variabeln x, für die im beson- 
deren die Form f den Wert Null annimmt, so tritt dieser 
Fall dann und nur dann ein, wenn irgend einer der beiden 
Faktoren auf der rechten Seite von (ITa) -verschwindet. 
Man gelangt so zu den ,,Auflôsungsformeln‘ für die 
Wurzeln %, %: 

(3a) (e — —b +Vb?—ac onde | 

Le a a 


Im zweiten Hauptfalle D > 0 setze man: 
(2b) D=ac—b?=4?, A—=+Yac—b?, 


dann nimmt die rechte Seite von (1) die Gestalt der 
Summe zweier Quadrate an: 


(ITb) a f(x) == (ax + b}? + A?. 


Um hier eine analoge Zerlegung der rechten Seite zu 
erzielen,. wie im ersten Falle, hat man seit GauB*) das 
Rechenzeichen i—#Ÿ—1, die ,imaginäre Einheit‘, 
eingeführt und nachgewiesen, daf ,,komplexe‘ GrôüBen 
von der Gestalt À +iB, wo A, B dem bisherigen Ge- 
biet der ,,reellen‘‘ GrôüBen angehôüren, denselben arithme- 
tischen Grundgesetzen unterliegen wie die reellen GrôBen. 
DemgemäB geht (11b) über in: 


(IIb”) a f(x) = (ax + b—i4)(ax +b+i4), 
und für die beiden Wurzeln *,, x, von f ergeben sich 


die ,,konjugiert komplexen‘* Werte (die sich nur durch 
das Vorzeichen von à unterscheiden): 


(3b) Fe LD LV ae RER 
ji à ; — = ne 


ASS 


LP 
(22 


*) Vgl. hierüber die Enzyklopädie der mathematischen Wissen- 
schaften, Bd. I, Art. IA 4 von E. Study: Zur Theorie der kom- 
plexen Grüben, insbesondere Nr. 2 und 5. 
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Beide Hauptfälle, DS0, werden durch den ,,Über- 
gangs-“* oder ,,Grenz‘‘fall verbunden, wo die Diskri- 
minante D verschwindet: 


(20) D =ac—b?—=0. 
Dann reduziert sich (I) auf 
(IT c) a f(x) == (ax + b}?, 


und f erhält zwei ,,zusammenfallende‘‘ Wurzeln oder, wie 
man auch sagt, die , Doppelwurzel‘: 
b 


(30) éd 


Säntliche Fälle werden zusammengefaft durch die 


Formeln : “ 
(11) af(x) — (ax +b}?+D, (3) ue , 


2 a 


Man nennt eine derartige ausgezeichnete ,,Dar- 
stellung‘ einer Form, wie sie sich für f in (I) dar- 
bietet, eine ,,kanonische‘‘: f erscheint als Aggregat der 
Quadrate zweier Ausdrücke, von denen der eine linear in 
æ ist, wäbhrend der andere hier im besonderen x gar nicht 
enthält oder, wie man sagt, eine , Konstante‘ ist. 

Das Wesentliche des Ergebnisses wird ausgesprochen 
durch: 

Satz I. ,,Der elementaren Auflôsung der qua- 
dratischen Gleichung f(x) — 0 liegt die kanonische 
Darstellung (I) der zugehôrigen Form f(x) zugrunde, 
und die ,Auflôsung‘ erscheint nur als eine ein- 
zelne Folgerung aus der ,Darstellung‘.* 

Aus den Auflüsungsformeln (3) zieht man zwei Fol- 
gerungen, die für die Anwendungen (z. B. in der analy- 
tischen Geometrie), wie für die weitere Entwicklung der 
Theorie wichtiger sind als die Auflôsung selbst. Einmal 
erhält man für die Diskriminante D : 


(4) DU tr  r). 
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Andererseits prägt sich der Zusammenhang der Wurzeln 
der Form f mit deren Koeffizienten in den Formeln aus: 


2b C 
(5) DE TRE nc Vi T2 — 


Diese Formeln (5) lassen sich in die eine, mit (1) äqui- 
valente Identität zusammenziehen: | 
(4) f(œ) = a(x — x) (x — &), 

die die Bedeutung der *,, æ, als der Wurzeln von f in 
Evidenz setzt. 


Einige Spezialfälle von Bedeutung bedürfen einer be- 
sonderen Erôrterung. Für ce—0,b+0, a +0 wird 


9 
f(x) = aa? +2bx = caa+ 20 =aa(r+ ee). 


Es ist also die eine der beiden Wurzeln Null, die 
2b 
andere RÉ Ist überdies noch, für a +0, b—0, so 


wird f(x) =aax?, und f besitzt die Doppelwurzel Null. 
Endlich kann der singuläre Fall eintreten (wie häufig in 
der Geometrie), daB alle drei Koeffizienten verschwinden, 
so daB die Gleichung f — 0 für jeden Wert von x erfüllt 
wird; dies findet sicher statt, wenn man drei verschiedene 
Wurzeln von f kennt. 


Fübhrt man vermôüge x — E die neue Unbekannte & 
ein, so geht f(x) — 0 über in die Gleichung CÉL2bE+a—=0 
mit den zu *,, &, reziproken Wurzeln 1 , À . Sind jetzt 


b und 6-0, während lima — 0 sei, d. h. «a gegen Null 


konvergiere, so wird die eine Wurzel von f unendlich 
groB (— æ), und umgekehrt, während die andere den 


Wert — 57 erhält. Ist auch noch limb —0, für c+O, 


so wird œ zur Doppelwurzel von f. Für a—0, e—0, 
b +0 wird die eine Wurzel Null, die andere . Ce 
Diese speziellen Ergebnisse lassen sich auch direkt 
aus den Auflôsungsformeln (3) entnehmen. 
In dem zweiten Hauptfalle (3b), wo f zwei komplexe 
Wurzeln hat, lä8t die Auflüsung auch, eine rein reelle 
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Auffassung zu, sobald man eben das Gebiet einer reellen 
Variabeln zu dem zweier solcher erweitert. 

Um sowohl reelle wie komplexe Werte von x zu um- 
fassen, setze man von vornherein æ in komplexer Gestalt 
an: æ—£<+in (£, n reelll. Dann geht die Form f(x) 
über in: 


(1) FR) = FE + in) = n°) +208 0] +i[2 y(a 8 +0). 
Dieser Ausdruck verschwindet für reelle £, 7, a, b. c 
dann und nur dann, wenn zugleich 

DOUÉ = NE be— 0m (y(aé dan) = 0m 


Jetzt ist entweder 7 — 0, dann unterliegt die reelle GrôBe 
æ = £ der Bedingung f(É=aË+2bE£+c—0, die nur 
für D <O0 erfüllt sein kann: das ist der obige erste 
Hauptfall (3a), eventuell der Grenzfall (3c). Oder aber 


à b 
es ist y +0; dann muB £ den Wert — — annehmen, und 
a 


setzt man diesen Wert in die erste Gleichung (3°) ein, so 


PPT 
ergibt sich für die reelle GrôBe 7 der Wert HR eUR : 
a 
das ist der obige zweite Hauptfall (3b) mit D > 0, wo 
die beiden reellen Lüsungspaare £, +17 von (3’) wieder in 


die komplexe Gestalt } . — £ + in zusammengezogen sind. 


Aufgabe 1. Mittels der Auflôsungsformeln (3) sind 
die Fälle, wo eine der Wurzeln x,, &« , resp. jede von 
beiden, verschwindet oder unendlich groB wird, direkt zu 
diskutieren. 

Aufgabe 2. Stellt man mit GauB die komplexe 
GrôBe £+in durch einen Punkt der Ebene mit den 
rechtwinkligen kartesischen Koordinaten £, 7 dar, so sind 
die Gleichungen (3) geometrisch zu deuten. | 

Aufgabe 3. Die Auflôsung der quadratischen Glei- 
chung f(x) — 0 ist auch für den Fall komplexer Koeffi- 
zienten &, b, c algebraisch durchzuführen, nebst geome- 
trischer Deutung der bezüglichen, an die Stelle von (3) 
tretenden Gleichungen. 
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82. Fortsetzung. Verallgemeinerung der Auflôsung einer qua- 
dratischen Gleichung. Darstéllung einer quadratischen Form als 
Aggregat zweier Quadrate von Linearformen. Involution. 


Man erweitere den Gedankengang des $ 1, daB für 
f(x) die allgemeine kanonische Darstellung als Aggregat 
zweier Quadrate von Linearformen gesucht wird: 


(I) Fo) = ke — à) + k(& — x2)°. 


Vergleicht man beiderseits die Koeffizienten gleich 
hoher Potenzen von x, so gelangt man zu drei Relationen 
zwischen den vier unbekannten GrôBen k,, k, @;, @; 
es wird demgemäB noch eine œ!-Schar von Dar- 
stellungen (III) existieren, in der (1) als partikuläre 
Lôsung enthalten sein muB. Diese drei Relationen: 


(6) ak ER, —b=ka tk, et 


fasse man als drei in #,, 4 lineare Gleichungen auf. 
Sollen dieselben zusammen bestehen, so ist dazu not- 
wendig und hinreichend, da die Determinante der 
Koeffizienten der k4,, k,, 1 verschwindet: 


a —b c | 
(IL où af) = (os — a) {a os + ba + à2) + €} — 0. 
en ie 


SchlieBt man den Grenzfall x; — à, zunächst aus, so sind 
gemäB (7) die æ,, x, an die Bedingung gebunden: 
(IV) Œ XXe + D(xs +) +ce—=0. 

Denkt man sich (IV) erfüllt, so bestimmen sich 4,, k 
aus irgend zweien der Relationen (6), etwa durch die 
beiden ersten *): 

(8) k, = GAS hs = Goma 


? . 


| 


*) Drückt man vermôge (5) die a, b,c durch die Wur- 
zeln æ,, x, von f(x) aus, so nimmt die Bedingung (IV) die Ge- 
stalt an: 

(IV’) x, se x Ve (@; ct 2) 6 LE CA] — 0 


(s. $ 3), aus der hervorgeht, daf die Beziehung der beiden Paare 
(&,, x), (x;, x) eine gegenseitige ist. Setzt man demgemäf 
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Damit nimmt die Identität (III) die Gestalt an: 


IL’) fa) = (ax + b) (x — X)? — (a 1 + b) (œ — à2) , 


M — 04 


mit der Bedingung (IV) für «,, æ . 
In der Tat leitet die Ausführung der rechten Seite 
von (III’) vermôüge (IV) zur Form f(x) zurück: 


ax? +bæ—{aaa, +b(ax; + a) = a +bæte. 


Zerlegt man, wie bei (II), die rechte Seite von (IIL’) in 
ein Produkt, so wird: 


fo = | - a) LT 6 ap #2 +) 


Yo — Ày Xo — 
Um die frühere Darstellung (1) als Spezialfall von 
(IIT’) zu erkennen, schreibe man (I) in der Gestalt: 


(V) 


ax, +b la a b 
= + (œ X2) _—— - 
%e — À De — À 


&- s)] 


\9 


D fee) =a(e+?) 


b?— ac 


a (A 


F(x) = Ax+2Bx+C— A(x — «x,) (x — «.,), so korrespondiert 
der kanonischen Darstellung (III) die andere: 
Fa) = (x — x) +1,(m—2), 


wo gemäf (8): 
A x, + B 7 AE 


— _— À 


LEE 0 É TL, — %, 


‘a 


Im besonderen kann man fragen, wann in (III) 4, mit k, über- 
einstimmt. Die notwendige und hinreichende Bedingung hierfür 
{auBer (IV)] ist, wie (7) lehrt: 
Lo cs 

Dann aber gelten gleichzeitig die Darstellungen: 

2(x Fo x) He a) = (x — 3) (te œ2)° , 

24 — à) (@ — à) = (x — x) + (LE x) . 
Denkt man sich etwa das Paar (x,, x,) gegeben, so sind &,, œ 
æ + do 
ne 
Gus — 2) = —(o — %)° , 


Ferner ergibt 


die Wurzeln der Form 2° — x (x, + æ,) + 
sich: 


so daf stets, wenn das eine der beiden Paare reell gewählt ist, 
das andere konjugiert-komplex ausfällt, und umgekehrt. 
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Soll hier die rechte Seite mit der von (III’) übereinstimmen, 
so hat man &; — —. zu nehmen: 

(9) ax +b=0. 


Einem beliebigen Werte à; Ms nach (IV) 
für æ«, der Wert: 


ba, +c 
(10) Xo — RAT 
Mithin wird im Falle (I) à —c. Behufs Bestätigung 
setze man die beiden Werte x, — Ed ie in (III) 
ein. Das erste Glied rechts in (IIT’) wird für à; = — A 
a + LÉ 
ee b 2 LA b 2 
nn) ea (x F- à sp lra les ) | 
Go — X a _% a 
Yo 


Für lima, —o geht in der Tat (11a) über in das 
, D \2 
erste Glied a [a —- =) der rechten Seite von (1). Das zweite 


Glied der rechten Seite von (IIL’) wird: 


U H 2 
(11b) (ee = [— de (a 4 + 6)] | 


Xe 


Die zweite eckige Klammer rechts nimmt für lima, — 
den Grenzwert 1 an, während die erste eckige Klammer 
wegen (9) zuvürderst in der unbestimmten Form 0: er- 
scheint. Benutzt man aber vor Ausführung des Grenz- 
prozesses die Relation (10), so wird: 


(12) “(ax +b)=ba+e, 


b— ac 


wo die rechte Seite für «x, — 2 direkt in —. 


’ 


a 
d. i. das zweite Glied der rechten Seite von (1), übergeht. 
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Die kanonische Darstellung (V) von f(x) liefert die 
Verallgemeinerte Auflôsung‘* der Gleichung f(x) — 0: 


? 


(VI) fe, _ Vas + b E pau +b 

Vas +0 +Vaa, +6 
die zwei ,,Parameter‘‘ x,, x, mit sich führt, in denen der 
eine willkürlich wählbar ist, während der andere durch 
(IV) oder auch durch (10) bestimmt ist. 

Bei wirklicher Ausführung der rechten Seite von (VI) 
fallen die beiden Parameter x,, à, wieder heraus, und 
man gelangt zu (3) zurück, aber der Form nach sind 
diese æ! Auflüsungen (VI) von (3) und untereinander als 
verschieden anzusehen. 

Drückt man in (VI) x, gemäB (IV) durch «, aus, so 
nimmt (VI) die Gestalt mit nur einem Parameter «x, an: 


bot 

ie D 

Vr' msn le 
4 LR 
sis =D 


Dieser Darstellung der Wurzeln von f entspricht eine 
spezifische, für Anwendungen besonders geeignete Fassung 
der Darstellung (III’) von f. Indem man lieber +’ statt à, 
schreibt, werden gemäB (10) die beiden Quadrate in (III): 


(@— x) = (œ — x}, 


(15 a) , [e(ax'+b)+(bx +c)? {aæx’ +b(æ +2) + ce} 

nn. Ga + (+5) | 

ferner berechnen sich die GrôBen k,, k, in (III) zu: 
D (a x’ + b)? 

ÉD kr he 

-i Bedient man sich der Abkürzung: ’ 
(VI) f(@; æ')=axx + b(x + x’) + ce | 

= a(ax’ + b) + (bx' + c) = »'(ax + b) + (bx+c), 


so nimmt nunmebr die Identität (IIT’) die durchsichtigere, 
von GauB herrührende Gestalt an: 


(III”) f(@) fe") = f°@; æ°) + D(œ— x}, 


10 Quadratische und bilineare Formen. 


wo æ und # die Rolle zweier gleichberechtigter Variabler 
spielen. 

Der Ausdruck f(x ; æ’) (VIT) heiBt die nach x” (resp. +) 
genommene Polare der Form f(x) [resp. f(x’)]; sie ist 
in æ und æ ,symmetrisch‘, d. h. bleibt bei Ver- 
tauschung von x mit +’ ungeändert und ist in beiden 
GrôBen linear oder, wie man sagt, ,,bilinear. 

Die durch die Gleichung f(x; æ’) — O0 repräsentierte 
Beziehung zwischen æ und +” heiBt eine ,,Involution, 
im besonderen die zur Form f(x) ,,gehôrige Involution. 

Die obige Relation (IV) zwischen den beiden Para- 
metern œi, %o 


(IV) for, &e) = 0 


ist somit die zu f gehôrige Involution. 

In der Tat sind ja die Wurzeln der beiden auf der 
rechten Seite von (IIT”) auftretenden Linearformen nichts 
anderes als irgend ein Paar der, (IV) genügenden, Werte 
Céro CR e 

An die Formeln (III’) und (IV) schlieBen sich noch 
zwei weitere Betrachtungen. Einmal gestattet die Gesamt- 
heit der, (IV) genügenden, Wertepaare (x;,, «,) auch eine 
explizite Darstellung. Es seien (x, x’), (B, B’) irgend 
zwei solche Paare, die man sich als Wurzeln der quadra- 
tischen Gleichungen f(x) —0, f,(æ) — 0 gegeben denke, 
ferner sei unter ! ein willkürlicher Parameter verstanden, 
so befriedigen, auf Grund von (5), auch die Wurzeln einer 
jeden Gleichung: 

(14) fi(æ) — 1f2(x) = 0 


die Involution (IV). Man nennt (14) ein ,,Büschel‘ von 
(quadratischen) Gleichungen, deren linke Seite ein Büschel 
von (quadratischen) Formen. Aber umgekehrt werden durch 
die Wurzelschar (x;, &) von (14) auch sämtliche Lôsungen 
‘von (IV) geliefert. Man greife nämlich zwei spezielle 
Lôsungen von (IV) heraus, etwa &æ —0, x’ — _ b== 00, 
B' = — d.h. die Wurzeln der Formen f(x) — æ(bæ + c), 
f,(x) = ax +b. Dann nimmt (14) die Gestalt an: 


(15) f(x) — 1f(@) = a?b + x(c— al) —1b—0. 
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Bedeuten also à;, x, die Wurzeln irgendeiner der Glei- 
chungen (15), so ist gemäB (5): 


(16) Hs = —Ù, y a TR 


Hieraus geht aber durch Elimination von ! wieder die 
Relation (IV) hervor. 

Es ist indessen nützlich, die entsprechende Dar- 
stellung von (14) allgemein zu bilden. Man wähle 
von den beiden Paaren von Werten (x, x’), (B, B') 

c 


etwa æœ, B beliebig, dann ist nach (10) x«’— Nr 
HET EE Bild n ; ERP 
TTL et man hieraus à + x, œa’, B+f;, 


BB’, so wird (14): 
He) — 1f(&) = 2° (ax + b) — (af + b)} 
(17) — æ£a x? — c) — l(a B? — c)} 
— {a (ba + c) —1BbB+c)} =0. 
Damit ergibt sich für a, , a, + a, gemäB (5): 
etes œ(b x + c) —1B(bB + 6) 
LA (a x + b) — (a B + b) 
| (a x? — c) — l(a f? — c) 
ere en) 
Die Elimination von ? aus (18) liefert die verschwindende 
Determinante: 
|— 4%, (ba +c), É(bE+0c) 
(A9)lato, ax—c, af?—c|=(B—a)f(x, B)f(o, )—0. 
1 ax +b, ap+bl 
Hier sind aber die beiden Faktoren f — x und f(x, B) 
von Null verschieden. Denn die Darstellung (14) der 
Lüsungen von (IV) setzt selbstverständlich voraus, dab 
nicht etwa die beiden Gleichungen f(x) —0, f(x) = 0 
übereinstimmen: dies würde aber eintreten, wenn entweder 


B = x, oder aber f(x, B) — 0 wäre. Somit ist in der Tat 
die Relation (19) mit (IV) identisch. 


, 


(18) 
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Die einfachste Darstellung des Büschels (14) ergibt 
sich, wenn man f, und /, als Quadrate von Linearformen 
wählt. Die GrôBen «,,«, in (IV) fallen dann und nur 
dann zusammen: 4 —4a4; =, wenn f(x) —0, so daB 
für à gerade die beiden Werte à — æ,, x — x, Verbleiben, 
wobei der Grenzfall x, —x,(D—0) auszuschliefen ist. 
Dann geht (14) über in: 


(@ — æ,)? — lex — &,)? = à?(1 — 1) — 2x (x, — læ) 
0) + (af — 12) = 0. 


Für die Wurzeln «,, x, irgendeiner dieser Gleichungen gilt: 


| a? — la Xi + æ, —1æ 
CC EE 
woraus durch Elimination von /, bis auf den nicht ver- 
schwindenden Faktor x, — æ,, abermals die Relation (IV) 
erscheint: 


(22) (@ — 2) (oi, à) = 0. 
Diese Ergebnisse faft zusammen: 
Satz II. ,,Die allgemeine kanonische Dar- 


stellung einer quadratischen Form f(x) als Aggre- 
gat zweier Quadrate von Linearformen æx—«;, 
æ— wird durch (El’) oder auch (IITI”) geliefert; 
solcher Darstellungen gibt es noch eine æt! Schar, 
insofern die beiden Parameter «,, &« lediglich der 
Involutionsbedingung (IV) f(x; ; à) = 0 zu genügen 
haben. Dieser Schar von Darstellungen der Form f(x) 
korrespondiert die Schar (VI) von der Form nach 
verschiedenen Auflüsungen der Gleichung f(x) — 0; 
insbesondere entspringt hieraus die elementare 
Auflüsung (3), indem man einen der beiden Para- 
meter unendlich gro werden läBt. 

Die Wertepaare «;, « der Involution (IV) sind 
die Wurzeln eines Büschels (14) quadratischer 
Gleichungen, dessen allgemeine Darstellung durch 
(17) geliefert wird, während spezielle Darstellungen 
in (15) und (20) vorliegen.‘ 

Die zweite in Aussicht gestellte Betrachtung bezieht 
sich auf eine andere Schreibweïise der Identität (III), nämlich : 


(III a) f@) = (a æ + B}? + (yæ + 6}? . 
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Die Vergleichung mit (III) lehrt, daB sich die «,B, y 
durch die #,, & , &,, % folgendermaBen ausdrücken : 


(23) a =Yh, B=—«Vk, y— VB, Ô—-x7h, 


wo den Radikalen }k,, JA, ein beliebig wählbares, aber 
dann festzuhaltendes Vorzeichen beizulegen ist. Von In- 
teresse ist hier die ,,Determinante‘* x 0 — By der beiden 
darstellenden‘* Linearformen à æ + B, yæ+0. Man hat 
zunächst & Ô — By —=(xs — àx;) Fo k, Setzt man die Werte 
von k,, k, aus (8) ein, so wird: 


a Ô—By—=7Y—(aax +b)(axs +b)=7Y—a{ax x, +b(x, + ax)}—b? 
oder wegen (IV): : 
(VI) xÔ—By—7YD. 
Die früheren Parameter x,, x, erhalten jetzt die Werte 
“ Ë Re : , So daf die Involutionsbedingung 
(IV) die Gestalt annimmt: 
(IV”) aBô—b(xô+By)+caxy—0. 


Die früheren Koeffizienten k,, k, werden: k, = x°?, k, = y*°. 
Drückt man daher in (8) &,, «, durch die x, B, y, Ô aus, 


so entsteht: 


= de ‘ba —af 
8’ D — ; ke — y — — : 
(8”) ra % VD VA 1 D 


Da eine der vier GrôBen x, B, y, à willkürlich bleibt, 
muB zwischen den vier Relationen (VIII), (LV’), (8) eine 
Abhängigkeit bestehen; in der Tat geht durch Multipli- 
kation der beiden Relationen (8’) gerade (IV’) hervor*). 

SchlieBlich ist der Grenzfall zu beachten, daB in (IIl”) 
> gegen x, konvergiert, daB also à, — x; gemäB (IV) 
selbst eine Wurzel, etwa x,, von f(x) ist. Dann versagt 
die Darstellung (IIT’), da Zähler und Nenner der rechten 


*) Drückt man vermôüge (8) 8 und Ô durch à und 7 aus, und 
setzt diese Werte in (VIII) ein, so ergibt sich à? + y? — a, oder 
auch 4, + k, — a, d. i. aber die erste Relation (8). 
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Seite zugleich gegen Null konvergieren. Man setze vorder- 
hand a — 2, a = +e, so geht (IIT’) über in: 
(ax, + b+ea)(x — 2)? —(ax, + b)(x — & — €)? 

€ 


= (x — x) {a(x — à) + 2(ar, + b)} — (ax + b). 


f(&) 


| 


Hieraus entsteht für lime — 0: 


eat a) (r+n + 0): 


b : 
oder, da nach (5) me —# +4, die alte Zerlegungs- 
formel (I’) des $1: 
(17°) f(œ) = a(x — 2) (x — æ) . 


Somit geht im Grenzfalle «x, — x, der Charakter der ka- 
nonischen Darstellung (IIl’) verloren; man gelangt viel- 
mehr zu der andersgearteten Identität (Il1’) zurück. 

Aufgabe 1. Das Verfahren des Textes (S. 6) ist 
auszudehnen auf die kanonische Darstellung einer ,,ku- 
bischen‘‘ Form f(x): 


(a) fa) = ax +3ba+3cx+d=k,(x — x) + ke (x — à). 


Es ergeben sich vier, in k,, X, lineare Relationen, und 
die Elimination der k,, k, liefert die vier Bedingungen: 


A3 = a oo + (x, + à) + e = 0 

A, = do de +'C(o + &) + d = 0; 

b) rire tie 
2 


À = 4 (a 3)? — C(a5 + 4 de + à) — d(as + &3) = 0 


(b,) { 


Zwischen diesen vier Ausdrücken 1 bestehen aber die 
beiden Identitäten : 


(c) À3 = A3 (0 + 3) — 4), 
A = À4 43 — Ao(c + es) , 


so daB mit den beiden Bedingungen 4, — 0, 4, — 0 die 
beiden übrigen von selbst erfüllt sind, Somit existiert 
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ein einziges Paar von Werten «,, x, , und diese sind die 
Wurzeln der quadratischen Form: 


x°(a c — b?) + x(ad — be) + (bd — «?). 
Die k,, k, bestimmen sich, wie in (8). 
Schreibt man die kanonische Darstellung (a) von f(x) 
in der Gestalt: 
(a’) fa) = (ox + B} + (pe + 6, 
so findet man: 
SG — se = CRE 
D Ole ol. 2j. 
De x à — By = Vlac — b°)( —æ). 
Aus der kanonischen Darstellung (a) von f(x) ist die Aut- 
lôsung der kubischen Gleichung f(x) — O0 zu entnehmen, 
insbesondere ist für den ,reduzierten‘‘ Fall b —0 die 
Cardanische Formel abzuleiten. 
Andererseits verlangt die erweiterte Darstellung: 


a”) FR = be — on) + Be — 3) + K(x — a3)° 
für die œ, Xe, 3 nur die einzige Bedingung: 
(à) f AR Xe À + Dai ds + Ge 3 + À3 Xi) 
| + cas + es + as) +d—=0. 
Wie läBt sich hieraus wieder der Fall (a) durch Spezialisierung 


herleiten? Für welche besonderen kubischen Formen ist 
in (a”) 4 — k3 — k,:? Alsdann wird gleichzeitig: 

3(o— 2) (œ — 2) (e — 23) = (0 — oi) + (8 — 03) + (&— 03), 
3(æ— a) (6 — 3) (x — 43) =(œ — 2) + (x — 2) + (x — æ)*. 

Aufgabe 2. Die Identität (III”) ist direkt zu veri- 
fizieren. 

Aufgabe 3. Es ist der Satz des Desargues zu be- 
weisen, daB die Kegelschnitte eines Büschels eine beliebige, 
in der Ebene desselben gelegene Gerade in den Punkte- 
paaren einer Involution schneiden. Die Doppelelemente 
der Involution (s. $ 3) sind diejenigen beiden Punkte 
der Geraden, in denen sie je von einem Kegelschnitte 
des Büschels berührt wird. Als Parameter eines Punktes 
der Geraden nehme man etwa das Verhältnis der Ab- 
stände des Punktes von zwei festen Punkten der Geraden. 
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& 3. Das Doppelverhältnis, insbesondere das harmonische, zweier 
Wertepaare. Die bilineare Invariante und die Resultante von zwei 
quadratischen Formen, 


In $ 2 (IIL’) wurde die quadratische Form f(x) = a 4? 
+ 2baæ + c— a(x — x,)(x — x,) als Aggregat der Quadrate 
zweier Linearformen æ —x,, æ— a, dargestellt; hierbei 
waren die GrôBen «,;, «, irgendeine Lôsung der Involu- 
tion (IV): 
(1) a Gi Go + b(a, + se) + ce — 0. 
Diese Involution werde jetzt als selbständiges algebraisches 


Gebilde weiter behandelt; man denke sich die GrôüBen «,, æ;, 
als Wurzeln einer zweiten quadratischen Form #. 


(4) Fa) =42 +2Bx+C—= A(x — à;) (x — ). 


Die Relationen (5) des $ 1 sind nunmebr für beide Formen 
f, F heranzuziehen: 


—2 bd c 
: 7 = Li + L M CO 
; 1e ) 
es PT TE X9 
A A LEE 


Man führe in (1) entweder beide Wurzelpaare (x,, æ&), 
(x, à) ein, oder aber beide Koeffiziententripel (a, b, c), 
(A, B, C), so gewinnt man für die Involution (I) zwei 
neue Fassungen von Bedeutung, die als ,Wurzelgestalt‘ 
resp. als ,,Koeffizientengestalt‘ der Involution be- 
zeichnet seien. Die erstere lautet: 


(@i — 1) (ta — de) + (ax — 2) (os — %9) = 0 


oder auch: 


[l 


(1) (@ — ‘4 (aa — 2) = (oi — 1) (de — X2) AE 
(@1 — %2) (x1 — 22) (Xi — X2) (a, — 2) 
Die linke Seite von (II), gebildet gedacht für zwei be- 
liebige Wertepaare (æ,, &). (x,, à) heiBt das , Doppel- 
verhältnis" (abgekürzt ,,Dv.“) beider Paare; besitzt es 
im besonderen, wie im Falle der Involution (I), den Wert 
— 1, so wird es ,harmonisch‘ genannt; man sagt auch, 
mit Rücksicht auf die Gleichheït der beiden Brüche in (IT). 


1 
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die beiden Paare (x, æ,), (a,, a) Seien ,,zueinander‘‘ har- 
monisch. Die Beziehung (IT) findet dann ihren Ausdruck in: 

Satz I. ,,Die Gesamtheit der der Involution 
(1) genügenden Wertepaare (x;,, a) deckt sich mit 
der Gesamtheit der zu dem festen Paare (x, æ) 
harmonischen Paare (x,, «), wo «,, x die Wurzeln 
der Form f(x) = ax? + 2bx+e sind.“ 

Man nennt x, #, die ,,Doppelelemente‘ der In- 
volution, da es diejenigen sind, für die beide Elemente 
eines Paares (x,, ,) zusammenfallen. 

Vertauscht man in der ersten Gestalt (II) des Dv. 
zugleich x, und «x,, #, und «,, so entsteht gerade die 
zweite Gestalt (II) des Dy. Vertauscht man dagegen nur 
æ, und #,, oder aber nur «x, und &,, so nimmt das Dv. 
ersichtlich seinen reziproken Wert an. Aber gilt: 


SatzIl. ,Das Dv. Era me | zweier Werte- 
(di — à2) (X3 — 2) 

paare (x, &), (x, «) nimmt bei Vertauschung der 
Elemente irgendeines Paares, resp. bei Ver- 
tauschung beider Paare im ganzen nur zwei ver- 
schiedene Werte an, die zueinander reziprok sind; 
ist im besonderen das Dv. ein harmonisches, so 
fallen beide Werte (in den Wert —1) zusammen.‘ 

Bedient man sich für Zähler und Nenner der linken 
Seite von (II) der Abkürzungen: 


(@) Z=(m— a) —2), N—(a — à) (1 — 2), 
und bezeichnet die beiden Werte des Dv. mit 0,, 0, , s0 
sagt Satz I aus, dal: 

Ps LR 

or RENTE 

Die ,,Wurzelgestalt‘ (II) der Involution (I) schreibt sich 
jetzt einfacher: 

(IT a) Z+N=0. 

Drückt man andererseits vermôge (2) die Verbindungen 
1 Go y + durch die À, B, C aus, so gelangt man 
zur ,,Koeffizientengestalt‘ der Involution (1): 

(I1b) H=alC—2bB+cA—=0, 


Meyer, Allgemeine Formen- und Invariantentheorie I. 2 


(4) d 
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die wiederum erkennen läBt, daB die Beziehung zweier 
harmonischer Paare eine gegenseitige ist. Der Zusammen- 
hang zwischen den linken $Seiten der beiden Gestalten 
(ILa) und (Ib) tritt ins Licht durch die Identität: 


r') HE ER 


Der Ausdruck H (IIb) heiBt die ,,harmonische‘ (oder 
auch ,,bilineare“) ,Invariante‘ der beiden Formen f, F 
(s. $ 5); er ist in den Koeffizienten beider Formen bilinear 
und überdies je ,homogen‘*), d. h. wenn man die a, b,c 
oder auch die À, B, C mit je einem und demselben Faktor 
multipliziert, so tritt dieser vor den ganzen Ausdruck. 

Die Gleichung (IIb) führt somit zu: 

SatzlIll. ,Die notwendige und hinreichende Be- 
dingung-dafür, daf zwei Wertepaare (x, , æ), (a, &), 
die Wurzelpaare der Formen f, F, zueinander har- 
monisch sind, wird durch das Verschwinden der 
bilinearen Invariante A (IIb) beider Formen an- 
gegeben.‘ 

Da bei der Bildung der Bedingung H — 0 mit dem 
Produkt a À heraufmultipliziert ist, So ist noch zu zeigen, 
daf Satz IIT gültig bleibt, auch wenn a, oder À, oder 
beide verschwinden. 

Es konvergiere etwa «a gegen Null, während b +0, 
A +0 sei, so wird nach $ 1 eine der beiden Wurzeln 


À 1 
von f, z. B.«,, unendlich. Setzt man zuvôrderst x, — — , 
so geht (TI) über in: . 


mithin für lime— 0 in à, + œ, — 24, —0, d.i. cA — 2bB=—0, 

also in die Bedingung (I1b) für a — 0. Das Entsprechende 
gilt für limA—0(B+0,b+0). Ist aber gleichzeitig 
lima — La limA = 0, 80 ‘setze man vor Ausführung der 


*) Allgemein heifit ein Ausdruck f(a, b, c,...) in einer Reïhe 
von GrüBen a, b,c, homogen von einer Ordnung (pins 
sion) #, wenn identisch ffta,tb,te...)=t@f(a,b,c...). 
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1 1 
Grenzprozesse æ, — ae Ar 2 so nimmt (II) die Ge- 


stalt an: 
(y — €) (io — %2) 

A—ae) (1 — x) 
Soll diese Relation für lime—0, limy—0 richtig 
sein, so mu x, —4, unendlich werden, also &, oder æ , 
d. h. es muB b oder B verschwinden. In der Tat reduziert 
sich die Bedingung (11) jetzt auf b B —0. Konvergieren 
endlich a und b zugleich gegen Null (6 — 0), werden also 


— —1. 


1 
z, und #, unendlich, so setze man &, —  , æ — 2 , dann 
wird (II): É 1 
LOC 
ul 


(— ae) («in — 1) 
was nur so môglich ist, daB auch «à, oder à, unendlich 
wird, d. h. daB auch limA — 0. In der Tat reduziert sich 
jetzt (IIb) auf c A = 0. 

Sodann werde der Begriff der Resultante der beiden 
Formen f, g eingeführt. Man stelle die notwendige und 
hinreichende Bedingung dafür auf, daB f und F eine ge- 
meinsame Wurzel besitzen. Da das dann und nur dann 
eintritt, wenn eines der +,, «, mit einem der x,, % Zu- 
sammenfällt, so lautet die fragliche Bedingung in ,, Wurzel- 
gestalt‘*: 


(ITA) (3 — à) (1 — 3) (2 — di) (ee — à) = ZN — 0. 
Andererseits stelle man vermôge (2) die Bedingung (IITa) 
in ,,Koeffizientengestalt‘* auf. Die linke Seite von (IITa) 
formt sich um, wie folgt: s 
af — di(os + do) + A1 Aa) KO — Lo (os + àe) + di Ga) 

= (ri2)? + (o4 0) — dd (61 + à2) (21 + 22) 

— di Ho (& + Le) (04 + 2) + di da (os + à2)? 

+ air +20) — 20 did , 
so daB (IIIa), wegen (2), nach Heraufmultiplikation des 
Nenners a? A?, übergeht in: 
(Ib) R=4(aB—-bA)(bC—cB)—(ac —-cA)} —0. 

GE 
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Zwischen den linken Seiten von (IIIa) und (IITb) besteht 
die Identität: 
E 

(HS a? A? 

Der Ausdruck R (IIIb) heift die ,,Resultante‘ 
von f und F#. Es ist wiederum zu zeigen, daf die Aqui- 
valenz der beiden Aussagen (IIIa) und (IIIb) bestehen 
bleibt, auch wenn der Nenner a? A? verschwindet. Es 
konvergiere etwa a gegen Null, während b + 0 sei. Dann 


hat f die Wurzeln œ und — 
sich (IITb) auf: 
(5) A{4b(bC—cB)+cA}—=0. 
Entweder verschwindet hier der erste Faktor, À , d. h. auch 
F besitzt eine Wurzel æ, oder aber der zweite Faktor, 


= (2 — à) (2, — 9) (m2 — 1) (2 — à) =ZN. 


e ; : 
55° andererseits reduziert 


was aussagt, dai — 55 zugleich eine Wurzel von F ist. 


Wäre aber überdies limb = 0 (c-<0), also æ, = 2, — 00, 
so reduzierte sich (IIIb) auf c? A? — 0, so daB auch F eine 
Wurzel œ erhielte. 

Die Resultante À (IITb) von f und Fist in den Ko- 
effizienten beider Formen je quadratisch und homogen. 

Die Struktur von À wird durchsichtiger, wenn man 
die Bedingung À — 0 auf eine andere Art entstehen läBt. 
Setzt man für den Augenblick: 

(6) GE Ten, 


womit ausgedrückt werden soll, da æ und +? als selb- 
ständige GrôBen aufgefaft werden, so läBt sich die 
Forderung einer gemeinsamen Wurzel + der Gleichungen 
f—0, F—O0 ersetzen durch die andere, daB für die 
gemeinsame Lôüsung (£, ») der beiden linearen Gleichungen 


(7) aË+2bn+c=0, AE+2Bn+C—0 

die Bedingung 

(8) = 

erfüllt sein muf, und umgekehrt. Die gemeinsame Lü- 


sung (£,7) von (7) schreibt man bequem in Gestalt der 
Proportion 


(9) É:n:1=2600—cB):(e A — aC):2(aB —b À); 
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die Einsetzung von (9) in (8) führt aber unmittelbar zur 
Bedingung (1IIb). Es gilt somit: 

Satz IV. ,,Die notwendige und hinreichende 
Bedingung für eine gemeinsame Wurzel von zwei 
quadratischen Formen f, F wird geliefert durch 
das Verschwinden ihrer Resultante R [(IITa) oder 
auch (IIIb)].‘ 

Der ProzeB, der aus dem Zusammenbestehen der 
beiden Gleichungen f(x) — 0, F(x) — 0 für irgend einen 
Wert von x zu der von x freien Bedingung À — O0 führte, 
wird als ,, Elimination‘ von x aus f(x) —=0, F(x) —0 
bezeichnet. 

Diese Hilfsmittel reichen aus, um die quadratische 
Gleichung, deren Wurzeln die beiden Werte 6,, d (4) 
des Dv. (II) sind, mittels der Koeffizienten von f und F 
zu bilden. Man hat gemäB (4): 


Z2+N?  (Z+N}-2ZN 


à, == ts" ES _— ds = , 
(10) à, a ZN ZN 9 0} 2 il 
oder, da auf Grund von (I1”) und (III a): 
2 R 
EN— Ne 
(11) Z - A H Z LE 


für 0, +0, den Ausdruck 
. —2(2 H? + R? 
(12) di + do = — JE) ; 


R 
Dabher sind 0,, 0, die Wurzeln der Gleichung: 
(IV) ÔR+20(2H?+R) + R—O: 


Satz V. ,,Die beiden zueinander reziproken 
Werte Ô,, d,, deren nach Satz II das Dv. zweier 
Wertepaare (x, æ), (&,, æ) fähig ist, sind die 
Wurzeln der quadratischen Gleichung (IV). 

Um diese beiden Werte d,, à, vermôge Auflôsung 
von (IV) explizite durch Æ und R, sowie die Diskrimi- 
nanten D; und D} von f und F auszudrücken, ist die 
Diskriminante D, der linken Seite von (IV) näher zu be- 
trachten. Man erhält zunächst: 


(13) D; = (2H? +R) — R? = 4 H?(H° + R). 


L 
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Die Ausführung des zweiten Faktors rechts, H° +R, 
liefert die wichtige Identität*): - 


(V) H2+R= A(ac — b°?) (A C — B?) =4D;Dry, 
so daB (13) übergeht in 
(VI) D; = (4H)? D;Dr. 


Diese Identität (VI) hat einen einfachen Sinn. Wenn die 
linke Seite D; verschwindet, fallen die beiden Werte 0, , 0, (4) 
zusammen und umgekehrt. Das ist nur so môglich, da 


2 
_. — 1, wenn also _. entweder den Wert —1 oder aber 


den Wert +1 annimmt. Im ersteren Falle ist das Dv. ein 
harmonisches, also H (II’) — 0 ; im letzteren Falle muB die 
Bedingung erfüllt sein: 


(14) 


Z—N = (a — œ) (xs — de) — (di — 2) (1 — %2) 
= (a, — æ) (1 — à) = 0, 


es muB also f oder F eine Doppelwurzel besitzen, d. h. D, 
oder D} verschwinden. 

Auf Grund von (VI) gewinnt man für 6,, à, , als 
Wurzeln von (IV), die Ausdrücke: 


( —CH+R)+4HYD;Dr. 
d R 


Damit läBt Satz V die genauere Formulierung zu: 

Satz VI. ,,Die beiden Werte 0,, à, des Dv. zweier 
Wertepaare (x, &), (x, x), der Wurzelpaare der 
Formen f, F, sind mittels einer Quadratwurzel 
durch die bilineare Invariante H, die ResultanteR, 
De durch die Diskriminanten D,, D; ausdrück- 
bar. 


(IV) 


*) Im besonderen ist in (V) der für die projektive Geometrie 
grundlegende Satz enthalten: ,,Fallen von den vier Elementen 
zweier harmonischer Paare (x, , æ,), (x, , «,) irgend zwei zusammen, 
so fällt mit jenen stets noch ein drittes Element zusammen.“ 
Denn nach Voraussetzung ist einmal H — 0; andererseits ist ent- 
weder x, — x, oder aber x, — «,, oder endlich fällt eines der x 
mit einem der « zusammen; somit ist auBer H — 0 noch entweder 
D; Dr — 0 oder aber R — 0. Setzt man aber in (V) H— 0, so 
folgt aus D; Dy — O0 auch R = 0, und umgekehrt. 
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Über den ,,invarianten“ Charakter dieser Darstellung 
(IV) siehe $ 5. 

Aufgabe 1. Mittels der auf der Einführung der 
GrôBen £, » (6) beruhenden Eliminationsmethode sollen 
die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür an- 
gegeben werden, daB die drei quadratischen Gleichungen : 
@) LUE de a 4 +b,2+c =0, 

az À? + D; À + © = 0 
eine gemeinsame Wurzel besitzen. 

Deutet man £&, 7 als rechtwinklige Koordinaten des 
Punktes einer Ebene, so ist der EliminationsprozeB hier, 
wie auch im Falle der Textaufgabe, geometrisch zu inter- 
pretieren. 

Aufgabe 2. Die nämliche Methode ist anzuwenden 
auf die Elimination der beiden Unbekannten o, À aus den 
drei Gleichungen: 


(b) en=nl+bhi+a, om=ahÀ+bli+e, 
0% = +bi+c. 

Aus den drei hieraus hervorgehenden, in ©, £, 7 linearen 

Gleichungen berechne man Ë&, 7 und setze alsdann wiederum 


n?=Ë. Bedeutet z. B. (x ab) die dreireihige Determinante 
der æ, a, b, so ist das Eliminationsresultat: 

(c) (æab) (xd c) — (xa c)? — 

Deutet man die x als homogene Koordinaten eines Punktes 
der Ebene, so liefern die Gleichungen (b), (c) die explizite 
resp. implizite Darstellung eines Ordnungskegelschnittes, 
und (c) zugleich dessen projektive Erzeugung durch zwei 
Strahlbüschel. 

Aufgabe 3 Dieselbe Eliminationsaufgabe ist auf 
Grund der Resultantengleichung (IITIb) zu behandeln. Man 
fasse die Verhältnisse der x auf als die gemeinsame Lôsung 
zweier linearer Gleichungen von der Gestalt: 


(0 à) = 0, &i + Vo Do + 03 La = 0; 
die æ werden dann proportional den aus der Matrix 
Uy Vo Us 


ns, AU entnehmenden zweireihigen Determinanten 
1 ee) 
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(uvhx (ê, k —1,2,3). In (d) setze man für die x ihre 
Werte aus (b) ein und bilde die Resultante À (IITDb) dieser 
beiden, in À quadratischen Gleichungen, und führe alsdann 
statt der (uv);, wieder die æ ein, so gelangt man wiederum 
zu (c). Welches ist der geometrische Sinn dieses Ver- 
fahrens? 

Aufgabe 4. Endlich ist die auf (6) beruhende Me- 
thode auszudehnen auf die Elimination von ©, À aus den 
vier Gleichungen : 


(e) ou = a 45 + DA? + «4? + d, (i—1, 2, 3, 4). 


Man erhält drei, in den x quadratische Gleichungen. 
Geometrisch stellen diese das Netz der Flächen zweiter 
Ordnung dar, die durch die Raumkurve dritter Ordnung (e) 
bindurchgehen. 


$4. Fortsetzung. Das zu zwei Paaren harmonische Paar. Funktional- 

determinante von zwei quadratischen Formen, als Kombinante und 

als Kovariante. Homogene Variable; Eulerscher Satz. Extreme 
Werte einer rationalen Funktion zweiter Ordnung. 

Wir gehen jetzt den umgekehrten Weg, wie in $ 2, 
und lôüsen die für Algebra und Geometrie grundlegende 
Aufgabe, das zu zwei gegebenen Wertepaaren (x, ,æ,), (æ;, &) 
zZugleich harmonische Paar #,, 9, zu ermitteln. Die (x, , æ), 
(x;, à2) seien wiederum als die Wurzeln der Formen jf, F 
(mit den Koeffizienten a, b, c resp. À, B, ©) gedacht, 
und entsprechend das gesuchte Paar (Ÿ,, d) als die 
Wurzeln der Gleichung: 


(15) (x) = xx? —Ba+y—0. 


GemäB (ITb) sind für die x, BP, y die beiden Bedingungen 
zu erfüllen : 


(16) ca+bB+ay=0, Cx+BB+Ay—=0. 
Die Verhältnisse der à, f, y bestimmen sich daher durch: 


(17) œ:B:y—=bA—aB:al—cA:cB—b0, 
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so daB die gesuchte Gleichung (15) wird: 


| O(x) = æ°?(a B — b À) + x(aC — c A) + (bC — cB) 
T Œ b € | 
un —|4 8 C|=—0. 

| À —> x? | 


Dieses Ergebnis gewinnt eine durchsichtigere Gestalt, wenn 
man das methodische Hilfsmittel der ,,Homogenisierung“ 
einfübrt. Man schreibt die Formen f(x), F(x) ,homogen‘!, 
indem man setzt*): 


f f(&, y)=ax + 2bxy + cy?, 

| Fa = A E2Bry + Cv. 

wo y die ,,homogenisierende Variable‘ heift. Der formale 
Rückgang zur ,,nichthomogenen‘ Schreibweise f(x), F(x) 


erfolgt dadurch, daB man y gleich Eins nimmt. 
In den Gleichungen f(x, y)—0, F(x, y) —0 er- 


(3°) 


scheint jetzt (resp. 2 als Unbekannte; solange dieselbe 


endliche Werte besitzt, gelangt man auch hier für y —1 
zur früheren On æ zurück; für eine unendlich 


groBe Wurzel ” dagegen ist y — 0 (genauer limy = 0) zu 


setzen, während man æ etwa den Wert Eins beilegen darf. 

Die homogenen GrüBen bieten somit den Vorteil, un- 
endlich groBe Werte nichthomogener GrüBen durch end- 
liche Werte homogener zu ersetzen. 

Ein weiterer Vorteil der neuen Bezeichnung erwächst 
bei Verwendung partieller Ableitungen homogener Formen. 
Es seien f,, f,, F,, F, die halben ersten partiellen Ab- 
leitungen von f(x, y), F(x , Y) nach æ, y: 


Ù . = f,—=a%+by, 2 —), — DU 01, 
(18) 2 OT 2 ‘0y 
1 0F 100 
= —__—_#,— Bb Ci 
2 Ôx ae pri Ur 2 0y ie 


*) Entsprechend wird eine ,binäre Form nter Ordnung* 
fa) =a+aatl+amt?+,..+@n1Z% + an homogen zu: 
f@, y) = at + a, at y + &, an ani L Ut On y. 
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Dann besteht ersichtlich der ,,Eulersche Satz‘ für 
homogene Formen *): 


(VIII) f=af;+yfs, F=2Fr,+yF,. 


Ferner nimmt die Polarenbildung f(æ&, æ’) [$ 2, (VII)] für 
zwei homogene Variabelnpaare +, y; æ’, y” die Gestalt an: 


Fes f@,y;2,y)=ax+b(ey +yx) +eyy 
—= Z' fe + Pl = & fa de Y Ty Ù 
und analog F(x, y; x’, y). 
Endlich erscheint jetzt die Form 0, die linke Seite von 
(VII), in der Gestalt: 


| ax+by,bx+cey Net 
( ) (&@, y) |Ax+By, Bxæ+Cy| F,F,| 


und heift die , Funktionaldeterminante‘ der Formen 
f(æ, y), F(æ, y). Auf Grund von (VII) und (VII’) gilt 
somit: 

Satz VII ,,Das zu zwei Wertepaaren (x, , x). 
(41, %), den Wurzelpaaren der Formen f(x, y), 
F(æ#y), zugleich harmonische Paar (9, %) wird 
durch die Wurzeln der Funktionaldeterminante 
O(x, y) von f und F geliefert.‘ 

Die Homogenisierung einer quadratischen Form f läft 
auch eine weitere Eigenschaft von deren Diskriminante 
D; = ac — b° erkennen. 

Das Verschwinden von D sagt aus, daB die beiden 
Ableitungen f,—=ax+by, f,—=bæx—+cy eine gemeinsame 
Wurzel Me besitzen. Entsprechend der in $ 3 eingeführten 
Benennung heiBt daher D, die Resultante der beiden 
Linearformen f,, f,. Man kann das auch dadurch zum 


Ausdrucke bringen, daB man sich der halben zweiten 
partiellen Ableitungen von f bedient: 


*) S. auch diese Sammlung, Band X, Differentialrechnung 
von W. Fr. Meyer, $ 7. 
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IP USE ENS 
Der Conte 
p Loft of | 

ne 2 Oo duos  ev. lve d 
1 cf . 
De or 

dann schreibt sich D,: 

(19) Duo D — az fav 

(yz Luv 


Davon werde Gebrauch gemacht für die Funktional- 
determinante 0(x, y) (VIL’) von f und F. Unter k einen 
variierenden Parameter verstanden, bilde man, wie in $ 2, 
das Formenbüschel f — £F und suche diejenigen Formen 
desselben, deren Diskriminante verschwindet, die also eine 
Doppelwurzel besitzen, oder was dasselbe ist, die Quadrate 
von Linearformen sind. Man hat die beiden Bedingungen : 


(20) he =0 0), EF 00, 


Da die Elimination von k aus (20) wieder auf das 
Verschwinden von 0 (VIL’) fübrt, besteht*) der 

Satz VIII ,,In einem Büschel f —kF qua- 
dratischer Formen existieren gerade zwei Quadrate 
von Linearformen; die Wurzeln der letzteren sind 
zugleich die der Funktionaldeterminante 0 von f 
und PF." 

Hieraus geht hervor, daB die Existenz der Funktional- 
determinante 0 von der Auswabhl der beiden Formen f, F 
des Büschels f —kF unabhängig sein muB. Dies be- 
stätigt sich leicht direkt. 


*) Dieses Ergebnis hätte sich auch direkt aus $ 2, (III) und 
(IV) herleiten lassen. Denn die Wurzeln Ÿ,, d, von Ÿ liefern das 
zu den Wurzelpaaren (x, ,#,), (x,,a«,) von f, F zugleich harmo- 
nische Paar. Dann ist aber f(x) und F(x) als lineares Aggregat 
der nämlichen beiden Quadrate (x — d,)° und (x — #,)°? darstellbar, 
damit aber auch das Büschel f — k F, und die beiden Quadrate 
müssen dem Büschel angehôren. 
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Indem man auch den Parameter des Büschels homogen 
macht, ersetze man die Formen f, F durch zwei (sc. ver- 
schiedene) lineare ,,Kombinationen‘* m, » derselben: 


(21) m=kf+k}F, n=lf+Lr. 

Dann überzeugt man sich sofort*), daB: 

x) ere | Re | fe fo | | ot 
Ne Ny LL |IFF,| [kB 


SatzIX. ,,Die Funktionaldeterminante zweier 
Formen f, F ändert sich nur um einen, von den 
Variabeln und Koeffizienten beider Formen un- 
abhängigen Faktor, nämlich um die Determinante 
der homogenen Parameter, wenn man f, F durch 
zwei lineare Kombinationen von f, F ersetzt.“ 

In diesem Sinne heift die Funktionaldeterminante 
von f, F eine , Kombinante‘* von f und F. 

Allgemeiner bezeichnet man eine derartige Erscheinung 
als ,Invarianz“. Neben die durch (IX) ausgedrückte 
Art der invarianz von 0 tritt eine zweite. 

Unterwirft man die Variabeln #, y einer ,,linearen 
Substitution‘, d. h. führt man ,,neue‘ Variable &, 7 
ein durch: 


(X) RC CUT NUE Ar 

mit der ,Substitutionsdeterminantet x Ô — By, die von 
Null verschieden vorausgesetzt werde, so gehen die For- 
men f(æ, y), F(x, y) über in zwei neue Formen q({£, 7), 
D(Ë, 7). Dann bestehen die Identitäten **) : 


4 0œ d Cy 
PE Pa SE TP se = EX Pa TV Vu: 
CE OË 
(22) | 
OCT ai 0y , | 
Pr = LUE Fu . P Px + ÔPy: 


*) In der Formel (IX) drückt sich der ,,Multiplikationssatz 
für zweireihige Determinanten aus. Man erkennt übrigens ohne 
weiteres, dañ die Formeln (X), (XI) für zwei beliebige (se. diffe- 
renzierbare) Funktionen f(x, y), œ(x, y) gültig bleibt. 

**) Uber die Regel der Differentiation von Funktionen siehe diese 
a Bd. X, ,Differentialrechnung“ von W. Fr. Meyer, 
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und entsprechend für ®:, ®,. Somit ist die Funktional- 
determinante der ({Ë, 7), ®(£, 7) mit der von f(x, y), 
F(æ, y) durch die Relation verknüpft: 


(XI) PE Pr | = ie p] Î a y | | 
| Be 8, |y ô| Fr F,| 
Satz X. ,,Unterwirft man die homogenen 


Variabeln #, y zweier Formen f(x, y), F(x, y) einer 
linearen Substitution (X), wodurch f, F in zwei 
neue Formen œ(Ë, 7), ®(£, n) übergehen, so unter- 
scheidet sich die Funktionaldeterminante der 
transformierten Formen œ, ® von der ursprüng- 
lichen, von f, F, nur um einen lediglich von den 
Substitutionskoeffizienten abhängigen Faktor, die 
Substitutionsdeterminante. 

Diese Eigenschaft von 0 wird schlechthin als (simul- 
tane) ,,Invarianz‘ bez. f, F bezeichnet; sie wird in der 
Folge einer ausgedehnten Klasse von Bildungen zukommen, 
die im besonderen auch die Variabeln nicht zu enthalten 
brauchen. Hängt die invariante Bildung, wie hier 0, auch 
von den Variabeln ab, so heiBt sie eine , Kovariante“ 
von f und F. 

Die Abhängigkeit der Funktionaldeterminante 0 (VIF) 
von f und F tritt noch auf eine andere Art hervor. Be- 
nutzt man die Darstellung (VII) von 0 als Determinante, 
so läBt sich 0 in die beiden Gestalten setzen: 


c —b a | j a  2b € 
(23) 48—=|C —B A|, 20=1%40 2B0C 

D NT | 
Die Multiplikation beider Determinanten liefert, mit Hilfe 


der beiden Diskriminanten D,;, D, und der bilinearen In- 
variante H (IIb) 


PDT 
(24) DD = NH 02 D, EU. 
| NL 


also 
(XII) B=f2Dr+f FH — F°D,. 
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Satz XI. ,,Das Quadrat der Funktionaldeter- 
minante 0 (VII) zweier quadratischer Formen f, F 
läBt sich vermôge (XII) als homogene quadratische 
Form in den beiden Variabeln f, F darstellen, wobei 
als Koeffizienten die beiden Diskriminanten D}, Dr 
nebst der bilinearen Invariante H auftreten.* 

Mit Rücksicht auf $ 1 (IT) und $ 3 (V) läBt sich die 
rechte Seite von (XII) zerlegen, wie folgt: 


CE REE 
mp D 


em) we = D,|f F 


Die Struktur der Formeln (XII), (XIT’) wird durchsichtiger, 
wenn man zu der mittels (20) formulierten Aufgabe zurück- 
kehrt. Eliminiert man jetzt x an Stelle von k, setzt also 
die bezüglich æ gebildete Resultante der beiden — hinterher 
wieder nichthomogen geschriebenen — Formen f, —kF,, 
fy—kF, gleich Null, so gelangt man zu derjenigen 
quadratischen Gleichung in k, deren Wurzeln eben die 
beiden Werte k,, k, von k sind, denen Quadrate (x — #,}?, 
(æ — 9,)? von Linearformen entsprechen: 


{D M Na =rA, DRE 
Hu Ne LD: ce ri 
| D, LH LD. 0. 


deren linke Seite auf Grund von (19) mit der Diskrimi- 
nante D der Form f — kF übereinstimmt. 
Ersetzt man rechter Hand den Parameter k wieder 


(XIT a) 


durch _ so geht die Gleichung (XIIa) direkt über in 


die aus (XII) durch Nullsetzen von 60 hervorgehende. In 
der Tat sind #Ÿ,, #, die Wurzeln von Ÿ, so daB die Glei- 
chung (& — Ÿ,}? (x — 0,)? = 0 mit 0 —0 übereinstimmt; 
andererseits sind (x — #,)}?—0, (æ— %,)?— 0 dieselben 
Gleichungen wie f —k, F—0, f—k F—0, so daB die 
Gleichung 0? — 0 zusammenfällé mit (f—%k,F) (f—k, F)=0. 

Die beiden Werte k,, k, fallen offenbar dann und 
nur dann zusammen, wenn dies für #,, #, zutrifft; da 
überdies die Diskriminanten der linken $Seiten der beiden 
Gleichungen 4 —- O0 (VIT) und (XITa) je vom zweiten Grade 
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in den Koeffizienten von f und F sind, werden sie bis 
auf einen Zahlenfaktor identisch sein. 

In der Tat ist À (1IIb) zugleich die Diskriminante 
von Ô ; andererseits, wie schon bei der Ableitung von (XIT') 
benutzt, wegen $ 3 (V) —R dieDiskriminante der Form(XJI a): 

Satz XII ,,Die beiden Diskriminanten der 
linken Seiten der Gleichungen (VII) und (XIIa), 
die aus den Relationen (20) f,—kF,=0,f,—KkF,—=0 
durch Elimination einmal des Parameters k, 
andererseits der Variabeln x, y hervorgehen, 
stimmen (bis auf das Vorzeichen) überein, und 
zwar mit der Resultante R von f, F.“ 

Hierher gehôrt noch eine weitere, für Anwendungen 
(z. B. in der Flächentheorie) wichtige Eigenschaft der 
Funktionaldeterminante Ÿ resp. der Gleichung (XITa). Man 
frage nach den extremen*) Werten der soeben schon in 
Betracht gezogenen rationalen Funktion zweiter Ordnung: 
: _ f@) 

(25) k — Fo) : 

Es muB dann die Ableitung k’(x) von k nach x ver- 

schwinden : 


(26) HE = 0 


wo f,, F, für f’(æ), F’(x) steht; für die fraglichen Werte 
des Parameters k bestehen aber die beiden Gleichungen : 


(27) LE O0 LE, 0. 


Macht man hier wieder homogen, und wendet auf 
die erstere Relation den Eulerschen Satz (VIII) an, so 
reduzieren sich die Bedingungen (27) gerade auf die unter 
(20) erhaltenen: 


(20) RE 0, 1. LA, 0. 


Es fragt sich jetzt, ob und wann bei Erfülltsein von (20) 
reelle extreme Werte von k (25) eintreten. Zu dem Behuf 
ermittle man das Vorzeichen von k”(x) für die beiden 
Werte von æ, die (20) und damit (VII) genügen. Das 


*) Über die bezügliche Regel der Differentialrechnung siehe 
diese Sammlung, Bd. X, ,Differentialrechnung“, $ 18. 


32 Quadratische und bilineare Formen. 

Vorzeichen von k”(x) ist, wegen k’(x) —0, zugleich das 
Von Eee fe drone "AP; 

(28) aF — Af = 2zx(a B — Ab) +(aC—cAÀ). 


Hier ist rechts jede der beiden Wurzeln #,, #, von 0 (VIT) 
einzusetzen : 


(9) fé, _ —@0—cA)+V—E, 
4 1070 2(a B—bAÀ) 
Damit reduziert sich aber (28) auf: 

(28) aa Af—)) A. 


Somit gilt zunächst: 

Satz XIII ,,Ist die Resultante À (IIIb) der 
beiden Formen f, F negativ, so da ein reelles, zu 
beiden Paaren (x, ), (x,, «) harmonisches Paar 


existiert, so besitzt die rationale Funktion k — ue 
ein Maximum und ein Minimum; diese beiden 
extremen Werte k%,, k, von k sind die Wurzeln 
von (XIIa), und die zugehôrigen Werte Ÿ,, Ÿ, von x 
die Wurzeln der Funktionaldeterminante @ (VII) 
VOD Het 

Dieser Fall tritt sicher ein, wenn wenigstens eine der 
beiden Diskriminanten D,, Dr, z. B. Dr, positiv ist, so 
daf F keine reellen Wurzeln besitzt. Entweder ist dann 
D; negativ, so ergibt sich aus (V): R — 4D;D, — H?, da 
FR negativ ausfällt. 

Ist dagegen D}; positiv, besitzt also auch f keine 
reellen Wurzeln, so beachte man, daB auf Grund des 
Satzes IX bei der Bildung von 0 die Form f, ohne 6 zu 
ändern, durch eine beliebige Form des Büschels f —1F 
ersetzt werden darf, Wählt man den Wert von ! so, daB 
f —1F die Wurzel O (resp. œ) erhält, so wird die Dis- 
kriminante von f —1# negativ, womit der in Rede 
stehende Fall auf den vorhergehenden zurückgeführt ist. 
Satz XIIT erfährt damit die Ergänzung: 

Satz XIII”. ,,Besitzt auch nur eine der beiden 
Formen /, F keine reellen Wurzeln, 80 gilt Satz XIII 


über die extremen Werte von k ni: 
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Besitzen endlich beide Formen }, F reelle Wurzeln, 
so läBt sich aus der Wurzelgestalt (III) von R sofort ent- 
nehmen, bei welchen Lagerungen der Intervalle (x,, x), 

(x,, &) R negativ ausfällt. À nimmt einen negativen 
_ Wert an, wenn entweder beide Intervalle sich ausschliefen, 
oder aber das eine das andere enthält, einen positiven Wert 
dagegen. wenn sich beide Intervalle teilweise überdecken: 

Satz XIII”. ,,Haben beide Formen f, F reelle 
Wurzelpaare (x, æ), (x,, æ), so gilt Satz XIII auch 
dann noch, wenn entweder beide Intervalle (x, x), 
(x;, x) sich ausschlieBen, oder aber das eine das 
andere umschlieBt.** 

Die Sätze XIII, XIII’, XIII” erschôpfen alle Fälle, 
in denen das zu zwei Paaren f, F zugleich harmonische 
Paar reell ist, ein Ergebnis von grundlegender Bedeutung 
für die Theorie des Harmonischen. 

Die vorstehend behandelten Fragen werden zu einem 
gewissen Abschluf gebracht durch die folgende: 

Welches ist die notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafür, daB drei vorgelegte Wertepaare ein und 
derselben Involution angehôren, so daB ein zu allen drei 
Paaren harmonisches existiert? 

Die drei Paare (æ,,æ), (y, Ye), (&, %). seien die 
Wurzeln der Formen: 


(30) de A g—=bDaæ +2bx+b,, 


h=cær +2caz+e. 
Aus der Involutionsrelation (IIb) geht hervor, daB 
die gesuchte Bedingung lautet, entweder in Wurzelgestalt: 
|, +a%, 1] 
(31) | YiY2r Vi + Yo) De 
| a, A+. 1 | 


oder aber in Koeffizientengestalt *): 


Na aieu 
Léon D 


*) Wie leicht zu sehen, geht die linke Seite von (32) durch 


in die linke Seite von (31) über. 


Multiplikation mit 
&o 05 C 
Meyer, Allgemeine Formen- und Invariantentheorie I. 3 
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Die Bildung H heift die trilineare Invariante von f, g, k 
(8. $ 5), Das Quadrat von H läBt sich durch die Dis- 
kriminanten D,, D,, D, von f, g, h und durch die bi- 
linearen Invarianten H,,, H;;, H,,, je zweiïer derselben 
ausdrücken. 

Denn überträgt man das in (23), (24) auf O0 ausgeübte 
Multiplikationsverfahren auf die Determinante Æ , so kommt: 

(2D; H,, H,, | 

He 2 D; H; 5 | . 
| Hs Hy,n 2D; 
Die rechte Seite läBt sich noch durchsichtiger schreiben, 
da die Bildung der Diskriminante D als besonderer Fall 
der bilinearen Invariante H erscheint. Läft man die zu 
Beginn von $ 3 eingeführten Formen /. F# zusammenfallen, 
so daB À —a, B—b, C—=c, so geht H (IIb) übertin 
H};; = 2(ac D) =D; 


Damit werden die Elemente der Determinante (33) die 
sechs Bildungen H;; (à, k—#f,g,h); man schreibt ab- 
gekürzt: 
(337 2 H? —= H;x . 
Zum Schlusse werde noch die Methode der Homogeni- 
sierung Zu einem Zzweiten Beweise für die GauBsche 
Identität (1II”) des $ 2 verwendet. 

Bedeuten x, y; æ’, y’ zwei homogene Variabelnpaare, 
so hat man, bei Benutzung der Bezeichnung (18): 
16 fu aæ+by, bx+cy | D æ y | 
(34) | AC het aie 


(33) 2 H2— 


ax'+by, bx'+ey'| 2" y 
= D(&y— x y). 
Multipliziert man die linke Seite von (34) nochmals mit 
xy'—x'y, SO wird: 
fe folle 4) _|eftufs  cfatufs| 
PA PAT OUR CAPE CR PCR PE CEE N 
Hier ist rechts nach dem Eulerschen Satze (VIII): 
AE e TU COS Ve = CS y 


(39) 
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andererseits 2fx + yfy —=«'f; +-y'f, die homogen ge- 
a) L 


machte Polare (13) von f : 
(13) f(æ,y; x, y')=axx + b(xy + x’ y) + cyy’. 
Die Vereinigung von (34) und (35) führt daher zur GauB- 
schen Identität (II1”) des $ 2, nur jetzt homogen ge- 
schrieben : 
CIM yen) =, ya, y) Day x g)" 
Nunmehr ordnet sich auch leicht die Ausgangsidentität (1) 
des $ 1 als spezieller Fall von (XIV) ein. 

Nimmt man nämlich &’=1, y —0, y —=1, so wird: 

@y—2" y) =1, f&,y;x,y)=ax+b, 
f(æ”, y") mu 

und (XIV) reduziert sich dadurch auf die fragliche spezielle 
Identität: 


(XV) af(æ) = (ax +) + D,, 
die sich auch in die Gestalt setzen läBt: 


Aufgabe 1. Die Ergebnisse der $$ 1—3 sind in 
homogene Gestalt umzusetzen. 

Aufgabe 2. Man stelle von je zweien der drei 
Formen f;,—a;2?+b;1+c (i—1, 2,3) die Funktional- 
determinanten 6, 6, 03, auf. Dann sind die Koordi- 
naten ”,; einer Tangente des in $ 3, Aufgabe 2 behandelten 
Kegelschnittes ox, —/f,; proportional den 0: ou = 63, 
OU = 01, GU3 = 09. Wie hängt diese Tatsache mit der 
im Texte behandelten (harmonischen) Eigenschaft der 
Funktionaldeterminante zweier quadratischer Formen zu- 
sammen”? 

Entsprechendes gilt, wenn die /; drei Formen nter Ord- 
nung sind; die Gleichungen ox; — f; repräsentieren dann 
eine .rationalef Kurve nter Ordnung. 

Aufgabe 3. Durch Ausdehnung der Formeln (22) 
auf die zweiten partiellen Ableitungen ist die Invarianz 
der bilinearen resp. trilinearen Invariante von zwei resp. drei 
quadratischen Formen nachzuweisen; desgleichen, daB für 


eine Form nter Ordnung f(x, y) die Bildung (Eee 2 
ya 


eine Kovariante ist (,,Hesse‘‘sche Form von f). uy | 


De 
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Aufgabe 4 Die GauBsche Identität (XIV) läBt sich 
auch auf irrationalem Wege einfach beweisen.  Sei 
f&, y)=ax +2bæy+ey?, so ist (s. $ 1) af(x, y) 
= (ax + by)? — Dy?, wo D —b?— ac, und entsprechend 
für ein zweites Paar von Variabeln x’, y’. 

Man setze zur Abkürzung t— ax +by,t’=ax +by 
und zerlege # — Dy? in das Produkt (4 + yY D) (t— yYD), 
und entsprechend #’?— Dy’?. Nun ist ersichtlich: 


G+yYD)G—y VD)= (tt — Dyy) + YD(yt— y"). 
Wechselt man in dieser Identität auf beiden Seiten das 
Vorzeichen von JD , multipliziert sodann beide Identitäten, 
so geht nach Einsetzung der Werte von ft, {” die Gau- 
sche Identität hervor. 

Aufgabe 5. Die auf (18) beruhende Methode der 
Polarenbildung lä6t sich bei geeigneter Weiterführung auf 
die kanonische Darstellung von Formen als Potenzsaummen 
verwenden. Soll z. B. für eine binäre kubische Form f(x, y) 
(8. $ 2, Aufgabe 2) die Darstellung f (x, y) = «a, y°+3a, y?x 
+ 3 a y 2? + a, € = k, (& — x, y) + k, (x — x Y)$ ermittelt 
werden, so unterwerfe man beide $Seiten der Identität 


hintereinander den Polarenprozessen x” _ + y! . , 
* 

drone + y” - . Nimmt man hinterher wieder y — y’ 

æ 0y 
= y"—1 und setzt: 

Ha—=2+x +x”, 

8 =2x + a" +æe"x—=2x+a"(c+x), 8 — æææ"”, 
so ergibt sich die neue Identität: a; + 4,8, + & 8 + @3 83 
= k, (@ — à) (&°— à) (2° — à) + ke (&— x) (&°— à2) (&”— 3) 
(aus der rückwärts wieder die ursprüngliche für æ — æ'— x” 
hervorgeht). Nun verschwindet die rechte Seite für 
æ = à, % — à, identisch in æ”, also auch die linke. Damit 
gelangt man zu den beiden Relationen: à, + a, (x, + &2) 
+ de His = 0, à + ax + %o) + as Go — 0. Hieraus 
ergeben sich die x;, @ , während die k&,, k, (wie in $ 2) 
durch Koeffizientenvergleichung bestimmt werden. 

Auf analoge Art ist zu beweisen, daB eine binäre 
Form nter Ordnung für ein ungerades n — 2» — 1 auf 
eine einzige Art als Summe von » nten Potenzen dar- 
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stellbar ist, und eine Form gerader Ordnung n — 2» noch 
auf 1 Arten als Summe von » +1 nten Potenzen. 

Soll dagegen eine Form gerader Ordnung n — 2» als 
Summe von » nten Potenzen darstellbar sein, so ist not- 
wendig und hinreichend, da eine gewisse Invariante 
(Sylvesters Kanonizante) verschwindet. Für n — 2 ist 


f do di do 
Ê : | Œn & . . . 
dieselbe gleich D — | ° “ ,fürn — 4 gleichj=—|a, æ a |usf. 
RÉTRe dd ta, 


Aufgabe 6. Ein einfaches Beispiel zu Satz XIII 
bietet die elementare analytische Geometrie des Raumes. 
Es seien g, a zwei windschiefe Gerade, « der nicht stumpfe 
Winkel beider, «; der nicht stumpfe Winkel, den irgend 
eine Ebene durch g mit a bildet. 

Dann besitzt «:; ein Minimum und ein Maximum. 
Der Minimalwinkel ist Null, d. h. die bezügliche Ebene 
durch g ist parallel zu a. Der Maximalwinkel ist « 
selbst; die diesen Winkel mit &« bildende Ebene durch g 
ist die den kürzesten Abstand zwischen g und a ent- 
haltende. Die beïiden besonderen Fälle, daB g senkrecht 
resp. parallel zu a ist, ordnen sich als Grenzfälle ein. 


Kapitel II. 


Invarianten quadratiseher Formen. Eineare Substitutionen 

in nicht homogenrer und homogener Gestalt und Zusammen- 

setzung von solchen. Gruppen von Substitutionen. Das 
Doppelverhältnis. 


$ 5. Eïinfachste Invarianten quadratischer Formen. Lineare Funda- 
mentalsubstitutionen und Zusammensetzung von solchen. 

In $ 4 trat die ,,Funktionaldeterminante‘‘ als erstes 
Beispiel einer invarianten Bildung auf. Der Keim der 
Invariantentheorie ist indessen ein noch einfacherer. In 
$ 1 (4) war die Diskriminante D; einer, quadratischen 
Form f durch die Differenz «&, — x, ihrer Wurzeln aus- 
gedrückt; in $ 3 (II) war das Dv. zweier Paare (x, æ), 
(x, (x) von Wurzeln von Formen f, F, und insbesondere 
in (IJ’) deren bilineare Invariante H durch ,,Wurzeldiffe- 
renzen æ, — à, usw. dargestellt, und dasselbe war in $ 3 
(IIT) mit der Resultante À von f, F der Fall. 
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Als Ausgangspunkt dient der evidente 

Satz I ,,Die Differenz zweier Werte *,, % 
bleibt ungeändert, wenn man jeden derselben um 
ein und dieselbe, beliebig gewählte GrôBe k ver- 
mehrt. 

Indem man *,, æ, als spezielle Werte einer Varia- 
beln æ auffaft, die GrôBe k als einen von æ unabhängigen 
Parameter, bedient man sich der Ausdrucksweise: 

Satz I! ,,Die Differenz # —x, zweier Werte 
einer Variabeln # ist eine absolute Invariante gegen- 
über der speziellen linearen Substitution: 


(I) m—EtRk, 
insofern vermôge (I) die Identität gilt: 
(I) Lien bé 


Die Substitution (1) heiBt eine ,, Translation‘ oder 
»Schiebung‘. Indem man sich den Parameter X als 
varlierend denkt, stellt (I) eine ,,œ1- (,çeinfach-unend- 
liche‘) Schar‘ von Translationen dar. 

Dieser Schar kommt eine spezifische Eigenschaft zu. 
Fübhrt man zwei Translationen mit den Parametern, #4, L 
hintereinander aus (,,setzt sie zusammen‘*): 


() m=Ët+k, E=X+I, 


so ist die durch Elimination von £ hervorgehende Sub- 
stitution : 


(2) œ—=X +(k+1i) 


wiederum eine Translation. In diesem Sinne sagt man, 
daB die Transformationen (1) eine ,,Gruppe‘ bilden, 
und zwar eine ,,eingliedrige‘, da sie einen Parameter 
mit sich fübrt. Der Satz I’ erhält damit die Fassung: 

Satz 1”. Die Differenz æ —æ, ist eine abso- 
lute Invariante der Translationsgruppe (I).‘ 

Umgekebrt ist diese Eigenschaft von x, — x, charak- 
teristisch für die Gruppe (1). Denn ist die Relation (II) 
erfüllt ‘für ein beliebig ausgewähltes Paar x,, & , sowie 
für ein variables Paar x, Ë: 


< 


(3) z—m—È—E, 
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oder auch 
(3°) DCE = Ë) : 
so unterscheidet sich (3°) nur in der Schreibweise von (1). 
Man hat damit, zusammenfassend, den 

Satz Ia ,,Die Translationen (Schiebungen) (I) 
bilden eine eingliedrige Gruppe und die Diffe- 
renz æ —® irgend zweier Werte der Variabeln x 
ist die charakteristische absulute Invariante der 
Gruppe.‘ 

Man ,,übe‘‘ insbesondere (1) auf die Form 


f(x) = ax? +2bæx+e 


aus. Vermôge (1) ,,transformiert‘ sich f(x) in eine 
neue“ Form o(é): 


Hs L2b(È+Rk) +c 
(III) = a Ë + 2(ak + b)EË + (ak? +2bk + 0) 
| =xE+28ET+y, 


wo, mit Hilfe der in $ > eingeführten Bezeichnungen: 
[a —=a—/fzx, BP=ak+b=}f}, 
: y=ak +2bk+c—f(k). 


Zrwischen der Diskriminante D,=— ac — b? von f und 
deren Wurzeln x,, x, bestand nach $ 1 (4) der Zusammen- 
bang: 


(4) De 


(IT) 


ru (, — 2)? , 
also auch, für &,, & als Wurzeln von o(é), D, als Dis- 
kriminante von œ: 


æœ? - 
(5) D, CE CA (& mé) 


Auf Grund von (II), und da gemäB (III) x —a, 
entsteht die Identität: 

(6) DD} 

Satz II ,,Unterwirft man eine quadratische 
Form f(x) einer Translation (1) der Variabeln x, 
wodurch sie in œ(é) (II) übergehe, so stimmen die 
Diskriminanten D,, D, beider Formen überein.“ 
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Oder auch in anderer Ausdrucksweise: 

Satz II. Die Diskriminante D; der Form f(x) 
ist gegenüber einer beliebigen, auf f(x) ausgeübten 
Translation (I) von # eine absolute Invariante.‘ 

Die Beziehung (6) bestätigt sich sofort an der Koeïfi- 
zientengestalt ac — b? von D;, denn die Identität: 


yes DUAL 2bk caen 


ist gerade die zu Eingang von $ 1 unter (1) aufgestellte; 
vel. auch $ 4 (XV) und (XV”). 

Man wird so zu der Frage geführt, ob nicht die 
Diskriminante D; von f noch gegenüber anderen linearen 
Substitutionen von + ein invariantes Verhalten zeigt. Den 
Schiebungen (1) treten zur Seite die ,.Streckungen‘ 


(IV) DM ES 
mit dem Parameter m. Auch diese bilden eine ein- 
gliedrige Gruppe, wie aus den Zusammensetzungsformeln : 
(7) Dm E, ne 
(3) æ = (mn) X 
bervorgeht. Da: 
(9) Gif, PE 
DU. 


so ist jetzt das Verhältnis L'yweier Werte TL, LT VON æ 


eine absolute Invariante der »Streckungsgruppett (IV), 
und umgekehrt charakterisiert diese Invariante wieder die 
Gruppe, da die Substitution: 


œ a a à 
10 tes Mi (ire (2) Ë 
(9 MAT Si L 
inhaltlich mit (IV) übereinstimmt. Somit gilt 
Satz III. ,,Die Streckungen (IV) bilden eine 
eingliedrige Gruppe mit der charakteristischen 
1 66 


, œ 
Invariante —. 
Le 


Lineare Substitutionen. A1 
Die Form f(x) — ax? + 2bæx<+c geht vermôüge (IV) 
über in o(é): 
(V) p(Ë)=(am)E +2bm}E+c—=aE2+2BE+ y, 


2 


(V”) X= 4m, P=bm, y—=0c. 


Für die Diskriminante D, von q(£) ergibt sich ge- 
mäB (4), (IV) und (V’): 


SEE en a? : 
(11) Dy = - 7 (ë &)? = rt (œ, — x)? + m?, 
somit : 
(12) D, = m D;, 


wie man auch an der Koeffizientengestalt «y — 6? von 
D,, auf Grund von (V’) unmittelbar erkennt. 

Beim Übergange zur transformierten Form œ(£) än- 
dert sich also D; um einen Faktor m°?, der aber nur von 
dem Substirutionskoctfizientent m abhängt. Eine 
derartige Bildung heïift eine ,,relative‘* Invariante. 

Satz IV. ,,Die Diskriminante D; einer quadra- 
tischen Form f ist gegenüber einer auf f aus- 
geübten Streckung (IV) gemäB (12) eine relative 
Invariante.‘* 

Man setze nunmehr eine Schiebung (1) mit einer 
Streckung (IV) zusammen, so entsteht eine ,,ganze li- 
neare‘‘*) Substitution: 


(VI) c=mê+Rk 


mit zwei Parametern m, k. Diese bilden eine ,,zwei- 
gliedrige‘‘ Gruppe, wie die Zusammensetzungsgleichungen 
lehren : 


(13) x=mMmE+Rk, E=nX +1, 
(14) æ—(mn)X + (ml+k). 


Hier ist der Quotient + ? der Differenzen je zweier 
3 4 
Wertepaare (a, @), (3, &,) von æ gegenüber (IV) absolut 


*) In der Geometrie bedient man sich des Ausdrucks ,Âbn- 
lichkeitstransformation“. 
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invariant, und diese Invariante charakterisiert wiederum 
die Gruppe (VI),. da sich (VI) in die Gestalt setzen läBt: 
HA TS La pa 6 EE ë 


oder æ— 1 "2g + ? 
Xi — Lo E —& EN 
Satz V. ,,Die ganzen linearen Substitutionen 
(VI) bilden eine zweigliedrige Gruppe mit der cha- 
rakteristischen absoluten Invariante a n 
ENTRE 
Die Verbindung der Sätze II und IV über das Ver- 
halten von D, gegenüber einer Schiebung und einer Strek- 
kung zeigt, daB sich D; auch nach Ausübung von (VI) 
auf f nur um den Faktor m? ändert. Dies wird durch 
die Rechnung leicht bestätigt. Die vermôge (VI) trans- 


ec 
Fa 


formierte Form o(é) wird: 
p(Ë) = a(mEË + k)? + 2b{(mEË + k) + ec 
(VII) = (am?) £? + 2m(ak + b)E + (ak? + 2bk + c) 
ra ÉE2DE y, 
woraus sofort 
(12) D, = m?D; 
folgt, mit Rücksicht auf die Sätze II und IV. 


Die entsprechende Wurzelrechnung verläuft genau 
wie bei (11). 
Den Übergang von einer ganzen linearen Substitu- 


tion (VI) zu einer ,,gebrochenen“ x — —= 
mittelt die ,,reziproke‘ Substitution: yÉ+Ô 


(VID) = 


wrr | di 


Denkt man sich (VIII) in f(x) vollzogen, und mit & 
heraufmultipliziert, so entsteht die ,.transformierte‘t 
Form œ(é) : 


OX) pÉl=cE+2bE+ aa +IBE+ y; 
da diese Form die reziproken Werte au # zu Wurzeln 
Un 


1 À 
besitzt, heiBt sie die zu f ,,reziproke‘t. Gemäs $ 1, (4) 
und (5) kommt: 
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œ? GEL 14)? 
DE == -(Ë, — E,)? — “Æ 
' œ nm (ë 2) n ( _ 
(15) , s f 
= 1 \xe, 1 SRE 4 di 2) 
(16) D, —= D}, 
wie auch sofort auf Grund von (IX) aus & y — f?— a c — b? 
bhervorgeht: 


Satz VI. ,,Gegenüber der reziproken Substi- 
tution (VIII) ist die Diskriminante D, von jf eine 
absolute Invariante.“ 

Durch Zusammensetzung der reziproken Substitu- 
tion (VIII) mit der ,ganzen‘, (VI), erwachsen spezielle 
gebrochene Substitutionen vom Typus: 


(16) T = -—_ — 


die keine Gruppe bilden. Die Relation (12) bleibt er- 
halten. 
Setzt man endlich (16) nochmals mit einer Schiebung 
zusammen, so entsteht die gebrochene Substitution: 
1 


fe, re 


oder ausgeführt: 


Gm)£+ (+9 _ mE+ À 
MEË+Rk Y1Ë + À : 


roi 


Pet) — 


wo die neuen Substitutionskoeffizienten mit æ,, Pi, 1, Ô 
bezeichnet seien: 
= ms = ER, pm, dk. 

Da (X) nur von den drei Verhältnissen der «,, f;; 
1» 9, als Parametern abhängt, darf man sich auf endliche 
Werte der 1, B;, y1, 0, beschränken. Schreibt man (17) 
in der Gestalt: 
(18) B—l1=dl, = nl, 
so lehrt die Elimination von !, daB die àx;, f;, 71, à an 
die Relation gebunden sind: 


(19) Gi À — Piÿi = — Yi. 


A4 Quadratische und bilineare Formen. 


Sei umgekehrt diese Bedingung für vier, im übrigen 
[bei nicht verschwindender linker Seite von (19)] beliebig 
gegebene GrüBen &;, fi, 71, 9, erfüllt, so bestimmen 
sich die früheren Koeffizienten m, k, l in (X) vermôge 
(18) durch: pr 

X 1 
(20) M — Y1 , k = Ô, n l = "A = Lo . 

Da es sich empfiehlt, auch in der ersten Darstel- 
lung (17) unendliche Werte der m, k, | zu vermeiden, 
unterscheide man zwei Hauptfälle. Ist erstens im be- 
sonderen y, —0, wo dann 0,0 sein muB, so versagt 
die Darstellung (X), aber es wird auch die Relation (19) 
überflüssig *); die Division mit à, fübrt direkt zur ganzen 
Substitution (VI): 


ME Pi _ di» 


Pi ; 
— Ë - = M Ë 1. 
(VI) æ ä, à + â, m £ + 
Verschwindet hier noch spezieller 4, d. i. f,, so ge- 
langt man zur Streckung (IV) zurück. Als anderer 


Spezialfall entsteht für m—1, bei beliebigem k, die 
Schiebung (1), und diese enthält als speziellsten Fall die 
“identische‘“ Substitution (,,Identität) x = E&. 

Zweitens sei y, --0, so nennt man die Substitution (X”) 
eine ,,echt‘* gebrochene. Solange dann auch 0, +0 — 
dieser Fall sei als der ,,allgemeine‘ bezeichnet —, so 
ergeben sich aus (20) eindeutig bestimmte, endliche Werte 
der ms KL, ut. 

Verschwindet dagegen im besonderen ,, also auch k, 
so folgt aus (19) B, —-1; (17) reduziert sich auf: 


(21) —=im, bi=l, n=m, d—=0, 
so daB umgekehrt: 


(22) m=n, = 


X 
- ; k=0, (1 + 0). 
Damit geht (X”) über in: 
XË +1 k œ 1 
L o FA DR et le _ RME dE l , 

V1 Ë 18 Yi mé 


(23) L= 


*) In der Tat ist die Relation (19) für y, — 0 unerfüllbar, 
da deren linke Seite von Null verschieden sein sollte. 


Lineare Substitutionen. 45 


übereinstimmend mit der rechten Seite von (X) für 4 — 0. 
Demnach ordnet sich der Unterfall 6, — 0 (y, + 0) — für 
k— 0 — in den aligemeinen der echt gebrochenen Sub- 
stitution ein. 

Sei jetzt umgekehrt eine lineare Substitution S : 


a+ 
NEO 
mit beliebigen, endlichen Substitutionskoeffizienten «, B, 


7, à vorgelegt; es wird lediglich vorausgesetzt, daB die 
Substitutionsdeterminante‘ À: 


(24) A=axd—$py 


von Null verschieden sei*). Eine solche $S heiBe eine 
eigentliche. 

Man wird dann (XI), entsprechend den beiden obigen 
Typen, auf eine ,,kanonische‘ (oder ,Normal‘-) Ge- 
stalt bringen. 

Entweder ist im besonderen y — 0, also Ô — 0, dann 
ist (XI) eine ganze Substitution, und die Division mit Ô 
in den Zähler «x £ + $ liefert direkt die ,,Normalform‘* (VI). 

Oder aber es ist y +0, dann ist (XI) eine echt ge- 
brochene Substitution. Um zu vier, der Relation (19) ge- 
nügenden Substitutionskoeffizienten æ,, f,, 1, À Zu ge- 


langen, erweitere man den Bruch É in (XI) mit 


einem konstanten**) Faktor u: PSE 


n — WA)E + (wË) 
(y) Ë + (u) ? 


*) Denn im Falle 4 — 0 würde stets ein Wert von Ë exi- 
stieren, dem jeder Wert von x entspricht, wie man noch deut- 
licher erkennt, wenn man die $ in die Gestalt &(y£ +0) — x E+$ 
setzt (cf. $ 7). Sind alle vier Koeffizienten von Null verschieden, 


B ÿ ; 
so ist der fragliche Wert von £: £ = — £ = =. Verschwindet 


(XD u 


(25) 


aber ein Koeffizient (und damit stets noch ein zweiter), oder ver- 
schwinden drei der Koeffizienten, so kann der in Rede stehende 
Wert von £ im besonderen auch 0 resp. o sein. Verschwinden 
endlich alle vier Koeffizienten, so läBt sich die S als eine ganz 
singuläre auffassen, bei der jedem Wert der einen Variabeln jeder 
Wert der anderen entspricht. 

**) Unter einer ,konstanten“ Grôfe ist allgemein eine von den 
Variabeln (hier x, Ë) unabhängige zu verstehen. 


46 Quadratische und bilineare Formen. 


und verfüge über « so, daB (19) erfüllt wird, dann kommt: 
(. Rene te ir 


Da nach Voraussetzung Zähler und Nenner der rechten 
Seite von (26) endlich und von Nulli verschieden sind, so 
erhält uw einen eindeutig bestimmten, endlichen und von 
Null verschiedenen Wert, und (XI) nimmt die Gestalt an: 


«y. BY 


(27) D ———— 5 = HE, 


Die neuen Substitutionskoeffizienten x,, f,, 7,. Ô, erfüllen 
jetzt die Bedingung (19), und die alten Koeïfizienten kX, 
l, m in (X) berechnen sich sofort aus (20). 

Ist speziell 6 — 0. wo dann 6 + 0 sein muB, so wird 
A=—$y, B,—1; man hat also den Unterfall (23), zu 
dem man aber bequemer direkt von (XI) aus gelangt, 
indem man (für Ô — 0) Zähler und Nenner mit $ dividiert: 


h 
5 E +1 | 
CR ee Un 


y £ y y m Ë 


MAR E 
B° B 


Damit ist eine echt gebrochene Substitution (XI) (y & 0) 
stets auf die Normalgestalt: 


1 
(X x — (Bp7 
\ ) Ua £ ke Î l 


zurückführbar. 
Die Zusammenfassung beider Haupttälle liefert den 
Satz VII ,,Eine beliebig vorgegebene Sub- 
stitution (XI) Les — ste mit von Null ver- 
MEN 
schiedener Determinante 4A—=xûô—/$y, ist ent- 
weder im besonderen, bei y —0, eine ganze Sub- 
stitution, dann Ace Durchdivision mit y zur 
Normalform (VI) x —-më+k. Oder aber, bei y +0, 
ist (XI) eine echt un Las Substitution, dann 
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liefert Erweiterung des Zählers und Nenners von 
(XI) mit dem Faktor u = — à vermôüge (20) die 
Normalform (X) x — : - L +1. Der Untertall ô—0 
entspricht dabei k—0, und umgekehrt; dann ge- 
nügt. um zu (X) zu gelangen, Durchdivision des 
Zâählers von (XI) mit y.‘ 

Die zwei Normalsubstitutionen (VI) und (X) lassen 
sich leicht aus den drei einfachsten Substitutionen, (1), 
(IV), (VIII) — die ,,Fundamentalsubstitutionen‘ 
beifen — zusammensetzen. 

Um derartige Zusammensetzungen resp. Zerlegungen 
von Substitutionen einfach darzustellen, bedient man sich 
naheliegender Abkürzungen. Der durch eine einzelne Sub- 
Stitution geforderte Übergang von einer ersten Variabeln 
zu einer zweiten werde mit einem groBen lateinischen Buch- 
staben S, resp. T, U, ... bezeichnet: insbesondere sei 
A das Zeichen für eine Schiebung (1), M für eine Strek- 
kung (IV), R für die reizproke Verwandtschaft (VIII), 
endlich G& für eine ganze Substitution (VI) und Z für eine 
echt gebrochene Substitution (X). Substitutionen derselben 
Art, aber mit verschiedenen Parametern, seien durch AKk- 
zente unterschieden, z. B. A:æ—Ë£+k, A’:æœ—£+k. 

Übt man S, T hintereinander aus, so daB man zu- 
nächst vermôüge S von einer ersten Variabeln æ zu einer 
zweiten &, übergeht, sodann von é&, zu einer dritten, €, 
so versteht man unter dem (symbolischen) Produkte ST 
diejenige Substitution, die direkt — nach Elimination 
von &, — den Übergang von æ zu € angibt. Im allgemeinen 
ist ST von TS verschieden: die Multiplikation ist nicht 
.kommutativ‘; liefern aber im besonderen beide Pro- 
dukte die nämliche Substitution, so heifen S und T ver- 
tauschbar. 

Aus drei Substitutionen S, T, U entsteht das Pro- 
dukt STU = (ST)U = S(TU) usf. Das Produkt von be- 
liebig vielen Substitutionen befolgt das ,,assoziative 
Gesetz, d. h. es ist gestattet, eine beliebige Reihe auf- 
einanderfolgender Faktoren zu einem einzigen zusammen- 
zufassen und diesen wieder mit den übrigen zu ver- 
binden. ; é 


48 Quadratische und bilineare Formen. 


Die identische Substitution x — £, die nur die Be- 
zeichnung der Variabeln ändert, läBt sich bei Zusammen- 
setzungen durch den Faktor 1 repräsentieren, so daB 1-S 
— Sel ist. 

Es wird À (I) zu 1, wenn der Parameter k den 
Wert O0, und M (IV).zu 1, wenn der Parameter m den 
Wert 1 annimmt. 

DemgemäB gestalten sich die Zusammensetzungen der 
zwei Normalsubstitutionen (VI), (X) aus den Fundamental!- 
substitutionen À (I), M (IV), R (VIII), wenn Zwischen- 
variable mit &,, & , ... bezeichnet seien, wie folgt. 

Für die ganze Substitution & (VI) gilt, wie schon an- 
gegeben: æ—Ë£ +k, EE =ÈmE;x=mEê+Kk (m +0), also: 
(NT) G—AM *) 
wo sich im besonderen A (für k — 0) oder Le (für m —1) 
oder auch zugleich beide auf die Einheit reduzieren 


kônnen. Für die allgemeine, echt gebrochene Substitu- 
tion E (X) kommt: 


nil n 1 
æ=k+l, ATEN È =mMmEÈT+RK; rs nd 
(m + 0), 

(X) H=ARGE=ARAMES 


Für 4’—1 (k— 0) spezialisiert sich (X) in (23). Über- 
haupt kôünnen sich À, 4”, M unabhängig voneinander auf 
die identische Substitution reduzieren. Es gilt demnach: 


Satz VIII .,Die beiden Normalsubstitutio- 


nen G (VI): x=mêé+k und E (K): æ — , LI, 
mÈË+k 
und damit auch jede lineare Substitution S (XI) 
CS : 
æ — er (4 Æ 0), lassen sich aus Fundamental- 
y 6 
substitutionen vom Typus À (I: æx—£8+k; M (IV): 


L 

æ—=mê; R (VII): æ = > nach den Regeln G— AM, 
Ss 

E = ARG = ARA'M zusammensetzen.‘“ 


. *) Man kann hier auch die Reihenfolge rechts umkehren, in- 
sofern aus t—ME,, Ë —E+T folgt: —mE+Kk, wo k = ml. 
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Übrigens sind die angeführten Erzeugungen von (VI) 
und (X) nicht die einzig môglichen, wohl aber die ein- 
fachsten; aus weniger als zwei resp. vier Fundamental- 
substitutionen läBt sich (VI) resp. (X) nicht erzeugen. 

Bezüglich eines anderen Typus von Normalsubstitutio- 
nen siehe $ 6. 

Die Sätze VII und VIII môgen dazu dienen, das 
durch die Sätze IT, IV, VI ausgedrückte invariante Ver- 
halten der Diskriminante D; von f(x) = ax? +2bx+e 
gegenüber den auf f ausgeübten Fundamentalsubstitutio- 
nen À, M, R unter einem allgemeineren Gesichtspunkt 
zusammenzuïassen und sodann auf verwandte Bildungen 
zu übertragen. 

Bedeute œ(£) stets die transformierte Form, so war 
bei À und À nach Satz II resp. VI D,, — D;, bei M nach 
Satz IV D,, = m°D,;. 

Auf Grund von Satz VIII gilt sonach auch bei G (VI) 
und Æ (X) die Identität D,, — m° D,. 

Nun geht aber aus (17) hervor, daB die Determinante 
Ag =; —f,7, der in der Gestalt (X’) geschriebenen 
Substitution Æ (X) mit —m" übereinstimmt: 


(29) Ag = HÔ — Bi = —M. 

Andererseits sind die Determinanten 41, Amy, Ar, Aa der 
drei Fundamentalsubstitutionen (1), (IV), (VIII), sowie 
von GO I): 

(30) A1—= 1, Ay = M , An =, AG =Im. 
Somit befolgt D; gegenüber G (VI) resp. £ (X) das gemein- 
same Verhalten: 

(31) D'=47D;, co D,=4%D;. 

Erweitert man endlich die rechte Seite von G resp. £ mit 
einem beliebigen konstanten Faktor o, und benutzt das 
gemeinsame Zeichen À für die Determinante der je so er- 
weiterten Substitution, so nimmt À beidemal noch den 
Faktor o° an: 

(32) A = OA TESD. A — 0° A7. 

Aber auch die Koeffizienten der neuen transformierten 


Form y erhalten, gegenüber der bisherigen, den Faktor 0°, 
also die neue Diskriminante gegenüber der bisherigen den 


Meyer, Allgemeine Formen- und Invariantentheorie I. 4 
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Faktor ot. FaBt man zusammen, so gelangt man in 
beiden Fällen zur Relation: 


(XII) Dy = 4 D; 
und damit zu: "e 
Satz IX. ,,Übt man auf eine quadratische 
L ; - ë 
Form f eine beliebige Substitution S (XI): x — = È + 
705 


(4 = x d — By + 0) aus, wodurch, nach Heraufmulti- 
plikation des Nenners (yË + 6)?, f(x) in œ(é) über- 
gehe, so unterscheidet sich die neue Diskriminante 
D, von der alten D; gemäB (KII) stets nur um dus 
Quadrat der Substitutionsdeterminante À.“ 

Die Schlüsse, die zu dem Satze IX führten, lassen 
sich wesentlich verallgemeinern. An die Stelle der qua- 
dratischen Form f(x) trete eine ,,Form nter Ordnung:': 


(XII) f(œ) = ag" + aa tant? +... L'an 12 + 4 ; 


an Stelle der Diskriminante D; eine ganzrationale Funk- 
tion J(a;) der Koeffizienten «;, die in diesen ,,homogen‘ 
von einer ,, Dimension‘ d vorausgesetzt werde, so da, 
unter &{ eine beliebige Variable verstanden, identisch die 
Bedingung: 


(XIV) J(ta) — tJ (a) 
erfüullt sei. 
Seien wiederum «, BP, y, Ô vier beliebige GrôBen mit 


A=xû—By+0, so werde die Substitution S (XI): 

RSR 

HÉSr O 

man sich nach Einsetzung der rechten Seite von x mit 

(y £ + 0)" heraufmultipliziert*) denkt; die so aus f (x) hervor- 

gehende Form œ(£), die nach Potenzen von £ geordnet, 
laute: 


(XV) p) = 08 Fat Fat +... Las sta, 


heiBe die vermôüge S ,,transformierte‘ Form. Die neuen 
Koeffizienten «x; sind offenbar in den ,Substitutions- 
koeffizienten‘* x, £, y, à homogen von der Dimension n. 


auf f(x) in dem Sinne ,,ausgeübt‘, daB 


*) Diese Heraufmultiplikation wird bei Einführung der homo- 
genen Variabeln überflüssig, siehe $ 6. 
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Für S nehme man der Reihe nach eine À (I), eine 
M (LV), eine 2 (VIII), eine G (VI) und eine Æ (X). 

Die ursprüngliche Funktion J(a;) sei mit J,, die neue 
J{ax;) jeweils mit J, bezeichnet. Dann werde das 
invariante Verhalten von J gegenüber À, M, # durch 
die drei Forderungen festgelegt: 


(XVI) AjJ,=J,; MfJ,=mJ,; R|J,=(—1)"J,, 


wo « eine feste natürliche Zah]l gei. 

Auf Grund des Satzes VIIT und der Festsetzungen (XVI) 
gt alsdann auch bei 4 (VI) und Z (X) das gemeinsame 
Verhalten : 


(91 J, 


" AGdTy, dy 4%, 

wenn A4, A wieder die Determinanten von &, E be- 
deuten. Erweitert man endlich, wie damals, Zähler und 
Nenner von G resp. Æ mit einem beliebigen konstanten 
Faktor o, wodurch man zu einer alle Fälle umfassenden 
Substitution S (XI) mit den Koeffizienten x, f, y, à und 
der Determinante À gelangt, 80 ist genau, wie damals: 


(32) A d 0° À resp. A = 0 À F 


Multipliziert man also jede der beiden Relationen (31°) 
mit pv”, und bezeichnet die vermôüge Ausübung von S 
transformierte Bildung J wiederum mit 4J,, 80 verallge- 
meinern sich die Reélationen (31”) zu: 


(XIT') Tir. 


Andererseits erhalten die Koeffizienten der neuen, ver- 
môge S transformierten Form qg im Vergleich mit den 
beiden bisherigen (vermôge G resp. E transformierten) den 
Faktor 0", mithin die neue Bildung J,, im Vergleich mit 
den beiden bisherigen den Faktor 0”. 

Somit herrscht zwischen den drei Zahlen n, d, w die 
Beziehung : 
(X VIT) nd=20, 


Eine Bildung J,, die für jede lineare Substitution S (XI) 
das Gesetz (XIT') befolgt, und damit im besonderen auch 
die drei Gesetze (XVI), heïift eine ,,Invariante‘ der 
Form f (XIII) und der feste Exponent « ihr ,Gewicht*. 


4% 
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Damit ist als Verallgemeinerung des Satzes IX ge- 
wonnen : 

Satz IX’. ,,Ist J; eine ganzrationale Funktion 
der Koeffizienten a, einer Form f(x) (XIII) nter Ord- 
uung, homogen in den a, von einer Dimension &, 
so ist, damit J; gemäB der Definition (KI) eine 
Invariante von f mit dem Gewichte & wird, not- 
wendig und hinreichend, daB sioh J,; gegenüber 
einer Sehiebung 4, einer Streckung M und einer 
reziproken Substitution À gemàB den drei Regeln 
(KVD invariant verhält." 

Je nachdem æ eine ungerade oder aber eine gerade 
Zahl ist, je nachdem also J; nach Ausübung einer À das 
Vorzeichen ändert oder nicht, nennt man 4; eine ..schiefe®* 
oder eine ,,gerade‘ Invariante von f. 

Dies gestattet die Ausdehnung auî ein System 


mebrerer Urformen j,(æ), g(&). ÀÇj(æ), -... wo: 
Fate) = a9 2" + au Let +... Le,. 
(XIII a) de) = da + diat-t + bar +... +R, 
Re) = qu +aui+aum2+... Le, 


. . . . . . - . - . - . 


Vermôge einer S (XI) môgen diese Formen, nach Herauf- 
multiplikation mit den bezüglichen Nennern (»E£ + à*, 
( Ë + d?, ..., übergehen in neue p,. (à), w,(à), x(Ë), 
mit Koeffizienten a;, By: »y, ... 

Der in den (a), (b), (e), ... ganzrationale Ausdruek 
Jr,9,a,… heiôt eine Invariante der j, g, À. .... wenn 
in Verallgemeinerung von (XII) &ie Identitât besteht: 
(XII a) J 


4° x} 


Ps Palo — À M 


Diese ist jedenfalls dann erfülit, wenn die drei Einsel- 
identitäten (XVI) gelten, wo wiederum je J,, J, resp. 
durch dj; ga... Je.v.r.… EU ersetzen sind. 

Nimmt man überdies an, da$ J;,.2... je in den (e). 
@), (ce), ... einzeln homogen ist, von der resp. Dimen- 
SIOD dy, dy; du, --., SO erkennt man unmittelbar, daS 
die linke Seite der Identität (KITa) in den Substitutions- 
koeffizienten à, &8, >, à homogen ist von der Dimension 
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n ds + p dy + qd + ..., die rechte dagegen von der Di- 
mension 2 &, so daf sich die Relation (XVII) erweitert zu: 


(XVII a) nds EPA, qd, Er =20. 


Wir kommen hierauf ausführlicher im zweiten Abschnitt 
($ 12ff.) zurück. 

Wir kehren nochmals zu der speziellen Formel (XII) 
zurück. Fübrt man die linke Seite aus, so gelangt man 
zu einer bereits in $ 4 abgeleiteten Formel zurück. Die 
aus f(x) — ax +2bx<+ce vermôge (KI) hervorgehende 
Form œ(£) wird: 


Ê RL AG (RÉ O) EE cyET 0) 


(33) + 2 su B + b(x Ô + By) + cyô]} 
+ (a f? + ur . c 0?) 

= AELI2BE+C, 

wo die neuen Koeffizienten À, B, € gemäf den in $ 4 

(XIV) eingeführten Bezeichnungen mit den Bildungen über- 

einstimmen : 


CUT y) NET, Pro) NOT (10)x 


Dann ist aber (XII) nichts anderes als die Fundamental- 
identität (XIV) des $ 4: 


(XITa) fo, 7)1(B, )—f° (x, 73 B, 8)=(x d—fy}(ac—b?), 


wo nur die damals verwendeten Buchstaben æ, y; x’,1 
hier durch «x, y; f, à ersetzt sind. 
Der Satz IX’ môûge eine erste Anwendung finden auf 
die in $3 aufgestellten Bildungen, die bilineare Invariante H 
und die Resultante von zwei quadratischen Formen f, F, 
sowie auf die trilineare Invariante H ($ 4) von drei qua- 
dratischen Formen f, g, h. 
Die DEC f(&)=ax?+2bæ—+tc— a(xr—x;) (œ —%), 
F(x) = Ax+2Bx+C—A(x—ax;)(x—ax.,) mügen durch 
irgend eine lineare Substitution übergehen in q(é) = «à &? 
RH DCOPHPAP IE) ARE 028B 6 CT. 
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Wird H jetzt genauer mit H,, bezeichnet, die trans- 
formierte Bildung mit H,,#, so war nach $ 3, (ITb), (Ir) 
und (3): 

H De TUE A PAS ER 

0 A2 as A) ; 
Z= (ai — 0) (is — 2),  N = (2 — 3) (x1 — &) . 
Bei einer Schiebung x — £ + k bleiben nach (II) und 


(IIT’) sowohl a, À, wie Z, N ungeändert, also auch W; x». 
Bei einer Streckung x — m £ ist nach (V7) æ —am?, 


A m4 R 
PSG EN) =m He. 


A = Am?, somit H,,&5 = — D 
é 1 
Bei der reziproken Substitution æ — F3 gehen nach (IX) 


[a 


a, À über in resp. c, C, so da8 sich ergibt: 


4,8 = ——— — = ( 
M A ee Di de 2 


Auf Grund des Satzes IX” gilt also allgemein: 
(KV) H,,58— AH;7r;, 


d. h. H ist eine Invariante der beiden Formen ÿ, F (mit 
dem Gewicht 2), womit der in $ 3 eingeführte Name 
»bilineare Invariante‘* hinterher seine Rechtfertigung findet. 

Die Resultante R;} von f und F war nach $ 3 
[ŒITb) und (IV'’)] definiert durch: 


(36) R;,r = 4(aB — b'A)(bC — cB) — (a C — c A}? 

— —a? AZ N. : 
Gegenüber einer Schiebung, resp. reziproken Substitution, 
bleibt À; - ungeändert, bei einer Streckung nimmt R; x 
den Faktor m‘ an, so daB allgemein: 


(XIX) Re, $ th R;,r ; 
d. h. k;,# ist eine Invariante von f und F mit dem 
Gewichte 4. 

Während bei H;}7 und ÆÀ;7 bequemer mit den 


Wurzelausdrücken operiert wurde, wird man bei der 
trilinearen Invariante H;,» [S 4, (32)] der drei Formen 
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f= me +2ar+e, g—=bæ +2b,x+b,, 
h=cr+<2cx+c 
(37) Hyyn = | 40 Gi | 
lieber den Koeïffizientenausdruck (37) benützen. 


Bei einer Schiebung: æ —Ë£+k wird nach (III) das 
für die transformierten Formen œ, y, y gebildete H: 


Hy,y,1 = |: dk +, Mk +2ak+al|=|a & & 
— 1}; 
Eine Streckung x — mË liefert nach (V'’): 
Hy,y,r = (dm, am, «| = ma, à a | =mMH,, ;, 
und die reziproke Substitution x — 2 zufoige (IX): 
ô 


He 0 di do | —= mr 10 
Somit gilt allgemein: 
(XX) Ho,w,x = AH ;,9, ; 


H;,,,1 ist also eine schiefe Invariante der f, g, h mit 
dem Gewichte 3. Zu dem Ergebnis (XX) hätte man 
auch direkt von $ 4, (33’) her gelangen kônnen, wonach 
H?—=|\H;,;| war. Da jedes H;, gemäB (XII) und (XVIII) 
bei einer Substitution S (XI) den Faktor 4? annimmt, 
so erhält H? den Faktor 45, H selbst den Faktor +/5. 
Ein beliebiger Spezialfall läBt erkennen, daB nur das 
_ positive Zeichen gilt. 

Aufgabe 1. Es ist zu zeigen, daB die folgenden Trans- 
formationen in zwei Variabeln +, y die Gruppeneigenschaft 
besitzen, sowie daB sich die Parameter bei Zusammen- 
setzung der Transformationen einer Gruppe ebenfalls zu 
einer Gruppe (,,Parametergruppe‘) zusammensetzen; ferner, 
. daB die jeweils mit J, und J, bezeichneten Ausdrücke zwei 
absolute charakteristische Invarianten der Gruppe sind, so 
daB die letztere durch die Gleichungen J{ = J,, J3 =; 
darstellbar wird. SchlieBlich sind die geometrischen An- 
gaben auf ihre Richtigkeit hin zu prüfen; dabei môgen 
æ, y resp. æ, y’ rechtwinklige Punktkoordinaten der 
Ebene sein: gx bedeutet die unendlich ferne Gerade, 
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U, resp. U, den unendlich fernen Punkt der x- resp. 
y-Achse, O den Anfangspunkt (x — 0, y — 0). Mitz resp. 2 
wird die dritte homogen machende Variable bezeichnet *). 


A. Eingliedrige Gruppen. 


(1) /=az, y =4y 
æ 
(x ist eine vwillkürliche Konstante, +0, 1). J, — LU 
œ 1 
Ho — Ÿ_, Die +- und y-Achse nebst g+ bleiben invariant, 


sowie jede Kurve der Scha se const.; für & = 2, —1, + 

sind das Kegelschnitte. 

(2) HT UC UE. 

Ji=T—%, de = ©, Es bleiben invariant gx und auf 

ihr U,, U,, sowie die æ-Achse und jede Kurve der 
T 


Sehar SES const. 
y 


J=x—%, J, = 2y —4x?. Es sind invariant g- und U,, 
sowie jede Kurve der Schar x? = 2 y + const. d. s. œt Pa- 
rabeln mit demselben festen Parameter (Eins) und der 
y-Achse als Achse, die also g< in U, berühren. 


B. Zweigliedrige Gruppen. 


(4) œ'=ac+k, y'=ay+akx+k. 
D Dr ere 

DnmApnE 217%. Der Ausdruck 2 y — x? ist 
Bd (œ — x)? 


eine relative Invariante, da 2y°— x’? = a?(2y — x?). Es 
bleibt die Parabel 2y — x? invariant, und auf ihr der 
Punkt U,(æ—0,2—0). (Der zweite, auf der Parabel bei einer 


*) Ausfübrlicheres findet man in des Verfassers ,Tabellen 
kontinuierlicher Gruppen“, Chicago Math. Congress Papers, New 
York 1896 (1893), die dort auf Grund der von $. Lie angegebenen 
infinitesimalen Transformationen der Gruppen berechnet sind; 
vgl. ,Theorie der Transformationsgruppen“, Bd III, von S$. Lie 
und F. Engel, Leipzig 1893. 
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einzelnen $S (4) invariant bleibende Punkt 4, — i 5 ; 
k? nes 
Yo = 20 — a hängt von den Parametern ab.) Für 
lima — 1 entsteht als Grenzfall die Gruppe (3). 
(5) d'=2+k, y'=y+kæ+l. 


Ji =%—%,, Jay —(y —Y;) — x(x— x). An Stelle von J, 
läBt sich auch verwenden J; — x — — ein derartiger 
Ausdruck heift eine Differentialinvariante der Gruppe. 


Faft man x, y, als drei unabhängige Veränderliche 


auf, so bilden deren Transformationen wiederum eine 
Gruppe, die ,erweiterte der ursprünglichen Gruppe 
[siehe auch die Aufgaben (6), (7), (9a)]. Es bleiben g> 
und U, invariant. 


(6) d=v+<k, y =y+l. 
Ji = —%, do — - -  Statt J, kann auch die 
Differentialinvariante J, — ÿ :6* benützt werden. Es 


da 
bleiben U,, U, und damit auch g+ invariant. 


(7) DU, YC— ay + l- 
JT, — = JT, = 2. An die Stelle von J, darf auch 
æ Tee 
-die Differentialinvariante J: — _ treten. Jeder Punkt 
von g bleibt invariant, sowie die y-Achse. 
(8) = at, y = y+cx 
(x ist wiederum eine willkürliche Konstante, +0, 1). 
| CE 
: Dhs À 
He gs Des 


Es bleiben invariant U,, U, und damit gx sowie 
die y-Achse. 
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C. Dreigliedrige Gruppen. 


(9 a) æ'=az+k, y'—=ay+l. 
Ji — = pi Ja — JT, Statt J, kann man auch 
Ti Fe Lo == Ti 
Ji _ nehmen. Jeder Punkt auf g. ist invariant. 
æ 
(9b) =, y'=cae+dy+l. 
EE ip A 
œ Ao12 | 
J, er J; nn À) WO Aloe == T; V1 il , und ent- 
Ti 123 
DURE 


sprechend 4,,,;. Jeder Strahl durch U, bleibt invariant. 
Die beiden Gruppen (9a), (9b) sind zueinander 
dualistisch. 


(10) DL, t'y dy El: 
Te J.= "1", Tm übriven wie bei (6) 
Li Yi — Ye 

(11) æ'=axm+k, y—=y+akæx+l. 

J, = LR EEE 

Li — Le 
gi Y=h _ lot _ (2y—a) — (y) 
2 @—m) 2 æ—x 2 (x — x)? : 


: 2 
Diese Gruppe enthält die für { — se — daraus hervor- , 
gehende (4) als Untertypus. 2 


(12) d'=L+k, y'—y+cex rl. 


Ji—=t—%, Jo: — A5 [siehe unter (9b)], Im übrigen 
wie bei (9b). 


(13 a) m'=v+k, y'—ey+cex+l. 


Es bleibt invariant U,, sowie doppelzählend die durch 
ibn laufende Gerade g,. 
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(13b) g'ém+k,  y—eyteix+l, 
œ— x VE 
Po = L 
NE Ja 2 — à, l(œ — x). 


Es bleibt invariant gx, sowie doppelzählend auf ibr der 
Punkt U,. Die Gruppen (13a) und (13b) sind zueinander 
dualistisch. 


(14) 2':y :1= 0 x+2aby+b:acx +(ad+bc)y +bd: 
x +2cdy + d. 
K2. 2 
To CS — 13 
Vo re. 3 K;K; ? 


WO K—yi x, KH,=Y5 4, Kis = 2y1ÿ2 — (mi +). 
Der Ausdruck ÆÀ — y? — x ist eine relative Invariante (in 


A2 
allgemeinerem Sinne), insofern Æ’ — K - 
à cu oS : (x + 2cdy + d)? 
Es bleibt die Parabel y? — x invariant. 
Statt J, läBt sich auch der irrationale Ausdruck 
verwenden: 


Ke y Ki = K; K, 
Eio — VE —Kiks 
und entsprechend für J,. 
Daher bedeutet J} das Doppelverhältnis des Punkte- 


paares (1, 2) zu dem Paare, das die Gerade 12 aus der 
Parabel y? — x ausschneidet (s. $ 8). Stellt man diese 
Parabel mit Hilfe zweier homogener Parameter À, u dar: 


Ji = 


LÉVAV— AR AU: LE 


so entsteht die Gruppe (14) dadurch, daB man À, u der 
binären Substitution unterwirft: 


dal bu, u—=6c1 tdi 


Verlangt man überdies, daf irgend ein Punkt der Parabel, 
z. B. u—0, bei der Transformation invariant bleibt (so 
daB ec — O0 wird), so reduziert sich die Gruppe (14) auf 
die unter (4) aufgeführte. Über eine andere homogene 
Behandlung der Gruppe (14) siehe Aufgabe (4) zu $ 6. 
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Analog ist die Gruppe in drei Variabeln. æ, y, 2 zu 
behandeln, bei der die kubische Raumkurve æ:y:2:1 
—:%u:lu:u invariant bleibt. Setzt man K —y?— 2, 
L=yr-x, M=2—-7y, Ki = 2% — (ie +%4);, 
Lis = Vito +4 — (+), Mis = 228 — (Ji + Ve); 
so besitzt die Gruppe die drei absoluten charakteristischen 
Invarianten : 


2 M 
THEN à 8 M,M, 


es 


$ 6. Erzeugung homogener Substitutionen aus Fundamental- 
substitutionen. 


Die Verwendung der nicht homogenen Substitutionen S 
vom allgemeinen Charakter (XI) des $ 5: 


() SR 


leidet an einigen Übelständen, indem Prozesse, die der 
Deutlichkeit halber auseinanderzuhalten wären, zusammen- 
gezogen erscheinen. So wird bei Ausübung von (I) auf 
eine Form .nter Ordnung f(x) [$ 5, (XIITI)] die trans- 
formierte Form œ(é) [1 ce. (KV)] auf dem Umwege ge- 
wonnen, daB erst mit dem Gesamtnenner (; £ + à) herauf- 
multipliziert und alsdann der letztere unterdrückt wird. 

Andererseits, da man den Bruch auf der rechten 
Seite einer beliebig vorgeleeten Substitution S (I) noch 
mit einem beliebig konstanten Faktor o erweitern kann, 
gehôüren zu ein und derselben Substitution S noch œ1t 
einander proportionale Substitutionskoeffizienten, so daB 
deren Determinante 4 vôllig unbestimmt bleibt, solange 
nicht S, wie in $5, in bestimmter Weise normiert wird. 

Man setzt daher die Substitution S (I) lieber in 
homogener Gestalt an: 


(11) m—=xË+Bbn, y—=yEÈ+Ôn, 


WO æ, y resp. Ë, 7 jeweils als zwei unabhängige Variable 
aufzufassen sind. Die Determinante À von $ hat jetzt 
den bestimmten Wert: 


(IT) A=axô—By 


* 


Lineare Substitutionen. 61 


der nur von Null verschieden vorausgesetzt wird*). Eine 
solche S heift eine ,,eigentlicheft, 
Wird (IT) z. B. auf eine quadratische homogene Form: 


(1) f(x, y) = aa? +2bæxy + cy°? 


ausgeübt, so geht direkt auf Grund von $ 5, (33), (34) 
als transformierte Form œ(£, 7) hervor **): 
2) pE, mn = Ef(@, ») +2Enf(x, y; B, d) + n°f(B, d). 

Es entsteht wieder die Aufgabe, eine beliebige Sub- 
stitution (II) aus homogenen Fundamentalsubstitutionen 
zusammenzusetzen. Man wird zunächst das in $ 5 ein- 
geschlagene Verfahren in homogene Gestalt kleiden. Dabei 
sind jetzt æ, y als ,,erste‘ resp. zweite Variable zu 
trennen. 

Die Schiebung À [$ 5, (1)], die Streckung M [1 c. (IV)] 
und die reziproke Substitution R [1 c. (VIIT)] setzen sich 
um, wie folgt: 

Schiebung (Translation) 4, der ersten Va- 
riabeln x: 


(IV) A) v—ËêtTEn, y=7; (A=1) 
Streckung M, der ersten Variabeln x: 
(V) MOT ES TT}; (4 = m) 


Reziproke Substitution, bei der beide Variabeln 
ihre Rolle vertauschen : 


(VI) R) x—=1n, y—=é. (4 = —1) 


*) Dies ist offenbar die notwendige und :hinreichende Be- 
dingung dafür, da die Gleichungen (I) stets nach &, 7 auf- 
lüsbar sind. 

##) Diese Formel, in Verbindung mit der GauBschen Identität 
{$ 2, S. 9), wird auf die Auflôsung der diophantischen Gleichung 
f{@,y)=ax +2bxy+cy —m angewendet, wo m, a, b,c 
gegebene, æ, y gesuchte ganze Zahlen sind (,,Darstellung“ einer 
Zahl m durch eine binäre quadratische Form f von der Dis- 
kriminante D — b? — ac). Beschränkt man sich auf ,eigentliche“ 
Darstellungen æ = x, y —= y, wo «, y teilerfremd sind, bedeutet 
B, ô eine Lüsung der Gleichung & d — By —1, und setzt man 
überdies !— f(x, 7: 8,0), n—f(f,0), so ist LE — mn — D. 
Daraus entnimmt man, daB die Kongruenz &? — D modm lüsbar 
sein muB, damit m durch eine Form f von der gesebenen Dis- 
kriminante D darstellbar ist. Vgl. diese Sammlung, Bd. LIII, 
»Neuere Zahlentheorie“ von P. Bächmann, S. 106, 110. 
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o 


Endlich stellt sich die damalige Erweiterung der rechten 
Seite einer $ mit einem Faktor pe nunmehr als eine selb- 
ständige Substitution Æ dar, die die ,erweiternde heiBe: 


(VII) E) æ=oË, æx—0o1 


S > S 1 


(4 = e°) 


Mittels dieser vier homogenen ,,Fundamentalsubsti- 
tutionen‘* läBt sich nach dem Vorgange des $ D jede Sub- 
stitution $ (II) leicht erzeugen. Den Zeichen 4,, M,, E 
soll genauer noch der Wert des jeweiligen Parameters hin- 
zugefügt werden, also: 4,(k), M,(m), Elo) usf.: eine 


beliebige $S (11) schreibt man: sf, 4e 


se : ; {a Ê à : 
Sei zuvôrderst eine So ÿ mit y—0, also à +0 
betrachtet: für 0 —1 reduziert sie sich auf die ,,ganze* 


<. SJ Ü > 4 (2, @ ù T7 à 
Substitution G;(a, p) — S{ ô] der ersten Variabeln x. 


9, 1 
Gemä8 $ 5, (VI) hat man die Zusammensetzung: 

[r—k+km, k=mk; 2=mè +km, 
| de M: M — 1%; À Ln Me : 


oder abgekürzt: 


(VII) (a, 8 = S( F = 4(8)M,(@) . 


Fügt man zu (3) noch eine ,,.Erweiterung** Æ(e) hinzu: 


SR 0: Mme: (e + 0) 

so entsteht: 

[æ=(mo)à + (ko)m = a 8 + Br, 
(4) SJ "4 S 

lu Os — QE NE 
so daB umgekehrt: 
# < a N 
(3) b=0, m=—, TE A 

) Ô 


und damit: 


(IX) sf ô| = À: (6) M, (5) E(o). 
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Ist hier im besonderen f — 0, so reduziert sich 4(5) 
C 


auf die ,identische‘ Substitution æ —E£, y—7, und 
(IX) spezialisiert sich zu 

= fa 0 "œ 
(IX) sf e ", (5)20. 


Ist überdies noch & —1, so hat man die zu (V) analoge 
.Streckung M, der zweiten Variabeln‘: 


(V’) M, (ô) = s(( e M, 5)z0. 


Ist dagegen > in Ô (II) von Null verschieden, so setze 
man nach dem Muster der Herleitung von (X) in S 5 
zunächst À,(1), R, G(m, k) zusammen: 


re im, =; G=mêéthm, 


| y — M1» M = À ; Un Ma ; 
(7) fer-=(mé +(+kl)m = iê + Bin; 
Lu mé + kns = Y1Ë3 + dis » 


(or di — BY = —Y1 = —M), 
und die weitere Zusammensetzung mit Æ . liefert: 
ne 


U 


(8) LÉ (A=xû—B7y) 
FE FLE y 0; 
wo u gemäB $ 5, (20) von den x, B, y, à abhängt mittels: 
RUE us 
«) io Rs 


Ist demnach umgekehrt eine beliebige S (II) mit y + 0 
vorgelegt, so bestimmen sich die Parameter 1, k, m, 


7 
der erzeugenden Fundamentalsubstitutionen 4,, 4’, M;,E 
gemäB (9) und $ 5, (20) durch: 


œ y Ô ve 1001 
ONU ES EE 
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und die Erzeugung von S (II) findet bei y + 0 ihren Aus- 
druck in: 


m [69 -a(hrat-a(e(,) 
(y + 0). 


In dem Spezialfalle d — 0 reduziert sich À; auf die 
identische Substitution, so daB, da jetzt À — —By, also 
p+0: 

LANDE de 
(XD s(° il = af) #28 0) 20 : 
Andererseits spezialisiere man (X) zu der mit (VIII) ana- 


logen ,,ganzen‘* Substitution G@ der zweiten Va- 
riabeln: 


(VIIT) RATE sf 3) 

Indem man æ —0, B—1, also À — —y nimmt, kommt: 
o1 | 

ŒD  @Gp,9=8( ;)=RA()MO). 


Damit ist der Satz bewiesen: 
Satz I ,Jede homogene eigentliche Substi- 


tution s(° il läBt sich bei nicht verschwindendem 


y vermôüge (X) durch die Fundamentalsubstitutio- 
nen À (IV), M, (V), J (VI), E (VID) erzeugen, und bei 
verschwindendem y vermôüge (IX) durch 4,, M,, E.“ 

Vervollständigt man die Liste: (IV), (V), (VW), (VD, (VII) 
durch Aufnahme der zu (IV) analogen ,,Schiebung‘ 4, 
der zweiten Variabeln: 


(LV) A) œm=Ë, y—1£+r, C4 
so kann man die in Satz I gelôste Aufgabe dahin er- 
weitern, eine beliebig vorgegebene S , ÿ auf alle môüg- 
lichen Arten durch eine hinreichende Anzahl jener sechs 
Fundamentalsubstitutionen zu erzeugen. Man wird zu 
dem Behuf diese Anzahl so weit wie môüglich reduzieren 


und sodann die übrigen mittels der kleinsten Anzahl von 
Substitutionen ausdrücken. 
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Man gehe lieber synthetisch vor und stelle zunächst 
durch wiederholte Zusammensetzung der beiden Schiebungen 
À, und À, — von der Determinante 1 — die allgemeinste 
môgliche Substitution her. À 

Setzt man eine beliebige s(* : von der Determi- 

/ 


nante À mit einer À, oder A, zusammen, so kommt: 


s(i 5]- Au) = Ne pie 


Pr HERO 


af% Pl 4 on) 
Sie j) A,(n) Er, NE 

Die neue Substitutionsdeterminante ist beidemal wieder 
gleich À. Da nun für À, und 4, selbst À — 1 ist, so gilt, 
wenn eine Substitution von der Determinante 1 eine ,,uni- 
modulare‘ genannt und mit U bezeichnet wird: 

Satz Ir. Durch beliebig wiederholte Zu- 
sammensetzung der beiden Schiebungen À,, 4, — 
mit sich selbst oder miteinander — gehen immer 
nur unimodulare Substitutionen U hervor. 

Da ferner bei Zusammensetzung einer beliebigen S 
mit einer J, M,{u), M,{u), R(u) die Determinante 4 resp. 
den Faktor —1, uw, 4, u? annimmt, so läBt Satz II er- 
warten, da sämtliche U durch geeignete wiederholte Zu- 
sammensetzung von À, und À, erschôpft werden. 

Zuvôrderst entsteht: 


Ho — u(° 1 


(11) 


(12) 


A3(n) A6) = U(1° : Era 


Umgekehrt sind auf diese Weise alle U darstellbar, für 
die der vierte resp. erste Koeffizient den Wert 1 hat: 


1 À x A;(B) £ A; (y) ; (ox — By = 1) 


of fat AD,  É—Br=1) 


da sich « resp. Ô von selbst durch den Wert 1+ 87 be- 
stimmt. Im besonderen kann bei der ersten U (13) «x —0 
sein, so daB By——1, oder aber es kann, für « +0, 


(13) 
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B — 0 oder y — 0 oder auch beides zugleich eintreten, so 
daB A,(8) — 1 oder À;(y) —1 oder beides zugleich eintritt. 
Entsprechendes gilt für die zweite U (13). 

Die Substitutionen (12) werden jetzt von neuem mit 
einer A,(u) resp. A,(r) zusammengesetzt: 


A,(m) Ag(n) A;(u) 


hi 1imn, m+uil+tmn=u+m({i+nu) 
ad n , i+nyu }: 


A,(n) Ai(m) A2 () 


Tr 1+my, m | 
 bwv+n(i+mr)=n+r(i+mn), 1+mn 


(14) 


Hier treten beidemal drei willkürliche Parameter m, n, 
resp. n, m, » auf; man wird also erwarten dürfen, daf 
Con) 
1e 


eine ,,allgemeine‘‘ U À: d. h. etwa von gewissen Aus- 


nahmefällen abgesehen, auf jede der beiden Arten (14) er- 
zeugbar ist. 
Es ergibt sich umgekehrt: 


DRE 0 —1 
n=y,, M e-rid n = . 
51 ÿ 


(15) | 


À N = —— 


woraus dann von selbst, wegen 4 — 1, für f resp. > die 
in (14) stehenden Werte folgen. Solange also f + 0 und 
y + 0, erhalten gemäB (15) die Parameter n, m,. « resp. 
m,%, n Stets endliche und bestimmte Werte. Ist »y —0, 
aber B—+—0 und vice versa, so versagt zwar die erste 
Darstellung (15), aber es gilt noch die zweite und vice versa. 
Nur für 8 — 0 und zugleich y — 0 versagen beide Dar- 
stellungen (15) und damit (14) Damit ist bewiesen: 


Satz III ,,Eine beliebig vorgegebene uni- 
AD ; ; 
modulare u(° 1 ist, solange B+O0 und y +0, in 


jeder der beiden Arten aus den beiden Schiebungen 
À, und À, erzeugbar: 


(16) 


. A7) u= —— jo — 
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[rt 9-a(,jaoa(t) 


\ / / / 


LeG af ana) 


Für B—0, y—0 versagt die zweite Darstellung, 
während die erste bestehen bleibt und vice versa. 
Nur in dem einen Ausnahmefalle, wo-B—0, y=0, 
versagen beide Darstellungen.‘ 

Behuïfs Erledigung dieses Falles 5 — 0, y — 0 setze 
man die Substitutionen (14) nochmals mit einer À, resp. À, 
zusammen. Es genüge die Ausführung der ersteren Operation : 


A(m) A;(n) A;() 42 (r) 
ur 
de v(+nu) = v+n(l+ uv), l1+nu 


Liegt jetzt umgekehrt eine u( 3 nl mit beliebigem «x 


il : 
vor, SO daB Ô — —, so lassen sich « und » durch » und n 
ausdrücken : 
—m —n 


PT 1+ mn tTinx mi 
Aus Ô—1+nu folgt n — pen 0 eee und 


; m 
hieraus : H 


18 1— 0 
(18) PRE 
Die Einsetzung in (17) liefert: 


(19) Lo — = On, EmR= x, 
womit die Parameter u, », n durch den letzten, will- 
kürlich (nur +0) bleibenden m und den gegebenen Koeffi- 
zienten x ausgedrückt sind. Nimmt man etwa m—l, 
so geht (19) über in: 

Îm=1, Pope) nl, 
(20) œ 
| v= —œ@(x —1), 
womit bewiesen ist: 


+mn)({+ur)+<my, m+u(l+mn)=u+m(i+nu) 


}: 
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Satz IV. , Die den Ausnahmefall des Satzes IIT 


bildende unimodulare us A ist aus À,, À er- 
zeugbar vermôüge: 


ŒIv) U(Q $) = AU) Au(a — 1) A1(—8) sta (1 — à). 


Neben diese Erzeugung tritt eine analoge, wo die 
A, und À, in geeigneter Weise vertauscht sind. 
Auf Grund der Sätze III, IV und von (12) ist 
jede unimodulare U durch Schiebungen 4;,, 4, 
zusammensetzbar. 

Dem $Satze IV lä6t sich eine andere Fassung geben, 
in der der in $ 5 für besondere Fälle erläuterte Begriff 
der Gruppe hervortritt, wenn man sich eines grund- 
legenden Satzes über die Zusammensetzung beliebiger S 
bedient. - 

Man führe zwei beliebige Substitutionen S : ; und 

Î 


ke à mit den Determinanter À und À, hintereinander aus: 
1 1 
PR YO TE 
h=aê+pin, Mm=NE+ AN); 
so erhält man für die zusammengesetzte Substitution S 


a 4 B\ Sfax PB of Pi 
s(6 2) =5( 5) 5(: à 
no à HE e) 

oi Ôy, y 00e 


(21) 


AB 
CD 


(22) 


so daB sich die neuen Koeffizienten À, B, C, D durch 
die beiden Reïhen der alten: 


y BP, Vs 03 Qu, Pis Vis À 
bilinear ausdrücken. 
Nach dem Multiplikationssatz für zweireihige Deter- 
minanten ergibt.sich für die Determinante V von (22): 


(XV) V=AD—-BC—=AA —(x0 B y) (oi À — B; y) : 


Satz V. ,,Die Determinante des Produktes 
zweier Substitutionen ist das Produkt aus den 
Determinanten der zusammengesetzten Substitu- 
tionen. 
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Als Spezialfall ordnet sich Satz IT ein, für 
ET ST ES 


GemäB (22) und (XV) setzen sich zwei ,,eigentliche‘ S, 
d. h. solche mit A + 0. stets wieder zu einer solchen zu- 
sammen, mithin bildet die Gesamtheit eigentlicher S eine 
Gruppe 7, andererseits die Gesamtheit der U, d. i. aller 
unimodularen *) S eine in 7” enthaltene Gruppe 1, eine 
sUntergruppe‘ von 7! Weiter sagen die Sätze I, III, 
V des $ 5 jetzt aus, daB die Schiebungen À,, und ebenso 
die 4, für sich eine Untergruppe von 1° bilden, anderer- 
seits jeweils die Streckungen M,, M,, die ganzen Sub- 

*) Die S mit der Determinante 14 — —1] bilden für sich 
keine Gruppe, wohl aber die Gesamtheit der S mit den Deter- 
minanten 4 — +1 und À — —1; die letztere Gruppe zerfällt in 
zwei getrennte (je unter sich stetige) Mannigfaltigkeiten, und 
heift daher eine .gemischte“ Gruppe. 

Sind in einer S: 

RCE he AR SCT 

die Substitutionskoeffizienten ganzzahlig, so entspricht jedem 
Paar ganzzahliger £, 7 auch ein solches Paar x, y, und, falls 
A = +1 oder — —1, auch umgekehrt. 

Ist diese Bedingung (4 — +1) auch notwendig? 

Sei vorderhand A(+0) noch unbestimmt, so hat man zu- 
nächst 


AË= dm — By, An——0ax+7yy. 


Jedem ganzzahligen Paar x, y soll auch ein ebensolches Paar & , 
entsprechen, insbesondere also den Paaren æ — 0, y = 1 und 
zx —1,y—0. Somit müssen jedenfalls «à, 8,7, Ô durch 4 teil- 
bar sein. Sei 7 der grôüBte gemeinsame Teiler der x, B,7y, 0, 
so geht demnach À in 7 auf: 

(1) 1— 4 A. 


Andererseits folgt aus 4 — x Ô0 — By, da A durch 1°? teilbar 
sein mu: 
(2) AIDE 


Substituiert man den Wert von 7 aus (1) in (2), und setzt ab —m, 
so ergibt sich À —m 4° 1. e. 1 — m À, was in der Tat nur so môüg- 
Lecbiist das A1 EE 

Dieser Satz ist für die Zahlentheorie von grofer Bedeutung, 
vgl. diese Sammiung Band LIII, ,Neuere Zahlentheorie“ von 
P. Bachmann, $. 71. | 

Die unimodularen $ mit ganzzahligen «, 8, y, à bilden 
wiederum eine Gruppe, und ebenso die $ mit ganzzahligen «, 
DR ROUTE AE ENT 
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stitutionen G;,, @ , und endlich die erweiternden Substi- 
tutionen Æ eine Untergruppe von 1”: 

Satz VI. ,Die U bilden eine Untergruppe /; 
der Gruppe Î' aller eigentlichen S; die À4,, 4, je 
eine Untergruppe von 1, die M,, M,, G,, @G und 
E je eine Untergruppe von 1°“ 

Lassen sich alle S irgend einer Gruppe aus einer An- 
zahl von einfachsten durch Zusammensetzung erhalten, 
so heiBen die letzteren die ,,erzeugenden‘ S der Gruppe. 

Auf Grund des Satzes VI gestatten die Sätze II, 
III, IV die Zusammenfassung : 

Satz VIL ,,Die Schiebungen À4,, 4, sind er- 
zeugende Substitutionen der Gruppe 1° aller uni- 
modularen*) U.‘ | 

Andererseits erhält Satz I die Formulierung: 

Satz I’. ,,Die Schiebungen À, und Streckun- 
gen M,, die reziproke Substitution R und die er- 


*) Dieser grundlegende Satz ist auf die Gruppe der U mit 
ganzzahligen Koeffizienten (s. die vorige Anm.) übertragbar. 


Sel u(* ô) eine derartige U; wo keiner der Koeffizienten ver- 


schwinde. 

Das Produkt UA,(h) liefert bei ganzzahligem X eine ganz- 
zablige U,, wo a, — x, ff, —xh+/$B, und entsprechend UA,(k) 
eine U, mit 4 = +/6k, 8, —B. Da «x und £ (wegen À — 1) 
teilerfremd sind, läBt sich in UA4,(h) der Parameter h so wählen, 
daf |8,| < |x;}, und entsprechend # in UA,(k) so, daB |a«,| < ||. 
Wendet man diese Regel alternierend an, so entsteht ein Pro- 
dukt UA,(h,) 4,(k,) A,(h.) A,(k,) ..., wo für die sukzessive ent- 
stehenden U,, U,, U, ... die Ungleichungen gelten: 


or | |} 71 < || << |Bs| 7) ec 


Nach einer endlichen Anzahl von Schritten gelangt man so zu 
einem verschwindenden f; resp. «x, und je nachdem schliefit 
obiges Produkt mit einer À, resp. 4, ab. Durch einen analogen 
Prozefs läft sich auch ein } resp. d zum Verschwinden bringen. 
Bezeichnet U, eine U mit einem verschwindenden Koeffizienten. 


TA) de) ELU) ue 
so ergibt sich hieraus umgekebhrt: 

U= U,A4,(-—k) 4,(—h) ... 4,(—k) 4, (—h,). : 
Da 4,() durch |h|-malige Ausführung von 4,(+1) resp. 4, (—1) 
hervorgeht, und entsprechend 4,(k), so ist damit zunächst eine 


beliebige U mittels der Elementarsubstitutionen A,(+1), 4,(+1) 
auf eine Ü, zurückgeführt, ‘ 
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weiternde Æ sind erzeugende Substitutionen der 
Gruppe /'aller eigentlichen S.‘ 


Von diesen vier letzteren ist aber noch eine entbehrlich, 
z. B. A,(—1). Denn versteht man unter B, B’ die Substitu- 


tionen B — h ne TE — ee ne so hat man: 


B = 4,(—1) 4,(1) 4,(—1) = 4,(D 4,(—1 4, (1 ; 
B’= 4,(1) 4, (—1) 4, (1) = 4,(—1) 4 (0) 4(—0D, 


Fe bb Pal undidiesenvier 
Substitutionen B, B°?, B*, B* sind zugleich die einzigen U, die 
zwei Nullen aufweisen. Somit ist B nur aus A,(—1) und À4,(1) 
erzeugbar, und 4,(—1) gemäk: 
4,(—1) = 4,(—1) B’À,(—1) 

aus 4,(—1) und B. Somit lassen sich statt A4,(+<1) und 4,(1) 
auch 4,(+i) und B als Fundamentalsubstitutionen verwenden. 

Nunmehr sind noch alle U, durch Zusammensetzung von 


Fundamentalsubstitutionen herzuleiten. Zuvôrderst sind À,(6) 
und À,(}) selbst solche U : 


HE RENE 


andererseits B? — ( 


und diese liefern durch Zusammensetzung mit B? — ne € 
de) 2 ea — f) 2 fil 0 
AN) 0 2: ; A, (y) B° — = ; 


d. s. aber alle Typen mit verschwindendem } resp. £. 
Endlich kommt 


B4,@=—(? — À), PIE NU 
mo), mw-( 5), 


womit alle Ü, erschüpft sind. Daher gilt der für die Zahlen- 
theorie und ihre Anwendungen (auf 0-Funktionen, elliptische 
Modulfunktionen u. a.) fundamentale Satz: ,Jede ganzzahlige U 
in zwei homogenen Variabeln ist aus den Fundamentalsubstitu- 
tionen À,(+1), À,(1) oder auch 4,(+1), B — é 0) erzeugbar.“ 
(Vgl hierzu H. Weber, Algebraische Zahlen und elliptische 
Funktionen, Braunschweig 1892, $. 63.) 

Bei den algebraischen U des Textes lassen sich entsprechend 
statt A,(h), AÀ,(4) auch AÀ,(x) und B, oder auch 4,(4) und B als 
Fundamentalsubstitutionen wählen. Denn man hat: 


BA,(—}) B°— A,(k), B°4,(—h)B — AÀ,(h). 
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Vermôge des Satzes VII läft sich zeigen, daB die 
Anzahl erzeugender $ von l' auf drei (und ‘nicht weniger) 


beschränkbar ist. Sei S É À beliebig vorgelegt, mit der 

Determinante À +0, so ist: 

c [x À __ çfau, b 

(23) S ( ï Met k . ;) 0) 
Soll sich hier die rechte Seite auf eine U reduzieren, 


so muB u — - sein. Analog kann man mit M,(r), ÆE(o) 


j: 1 
verfahren, wo dann »,:0 resp. die Werte RE (bei 
beliebigem Vorzeichen der Wurzel) annehmen. Man kann 
kurz schreiben: 


: . : = 1 ; 

(XVI) sm, (7 0, SM(-)=0, sa()- de, 

um auszudrücken, daB jedesmal eine unimodulare Substi- 
tution hervorgeht. 

Nun war vermôge (12), (XIII), (XIV) jede U aus À, 

und À, erzeugt; man hat also, wenn man etwa den 

ersten der drei Fälle (XVI) ins Auge faft, die damaligen 


\ 


Zeichen à, B, y, Ô zu ersetzen durch TL) Hs . ô und 
binterher U mit M,(4) zu multiplizieren, um eine beliebige 
eigentliche S Ê ñ) der Determinante À aus À,, À, und 


M, zu erzeugen: 

Satz VIITL ,,Die beiden Schiebungen 4,, 4,, 
im Verein mit M,(4), oder auch W,(4), oder auch 
E(4?), sind drei erzeugende Substitutionen der 
Gruppe Î”' aller eigentlichen $S, auf Grund von 
(XII) und (12), resp. (XIII), resp. (XIV). 

Die Anzahl erzeugender Substitutionen von 1'— bei 
Beschränkung auf die Fundamentalsubstitutionen 4,, 4, , 
M,, M,, R, E — kann aber auch nicht unter drei 
sinken, und unter ihnen müssen sich À,, 4, befinden. 

Setzt man nämlich eine oder mehrere der M,, M,, 
R, E mit À, oder aber mit 4, zusammen, so resultiert 
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stets eine S, von deren Koefïfizienten mindestens einer 
verschwindet. 

Behufs Herstellung einer beliebigen S bedarf man 
demnach beider Schiebungen À,, 4,, die aber für sich 
erst die allgemeine U hervorbringen. Dann aber bedarf 
man, nach Satz VIII, überdies einer, aber auch nur einer 
M, (oder M,, oder E), um jede S zu erhalten, während 
die bloBe Zusammensetzung von À4,, 4, mit R nur die 
Gruppe aller $ der Determinanten 1 und —1 liefern würde. 

Zur Vervollständigung des Satzes VIII werde noch 
die explizite Erzeugung von M,, E und À aus À,, 4,, M, 


ausgeführt. 
Mit Hilfe von (20), (XIV), (XVI) entsteht: 
F2 NE 
| M, (Ô) = G 4) 
(XVIIa) : Fee . 
| = A,(1) 4, —- —) A;(—0) 4; (=) M,(Ô) , 
{ 00 
E(e)— Ê 2) 
(XVII b) Ne ae 
|= 4,0) 4 2) 4-0 4, (22) 28,0). 
\r 10 (C2 
Was R betrifft, so stelle man mittels (14), (15) 
! Le her 
M0 
ROUTE 
(14) S(_; 5) = 404-040, 
und setze nochmals mit M,(—1) zusammen, so entspringt R : 


ŒVIe) ER = 8(? 6) = 400) 43(— 0 AC) (1). 


Endlich sei noch die Erzeugung angegeben: 
en S(75 _1)-Aû0A4(-2 40) 4-2. 

Von Bedeutung ist der einfache Zusammenhang 
zwischen À,, À, und À: 
(XVIII) A,(n)—RA,(n)R, A(m) = RA,(m)R. 


2 


Damit erhält Satz VIII die Ergänzun£g: 
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Satz VIII. ,.Im Satze VIII ist das erzeugende 
Paar À,, 4, durch das Paar À,, R oder auch durch 
das Paar À4,, R ersetzbar.‘ 

Legt man dagegen weniger Gewicht auf eine geringste 
Anzahl erzeugender Substitutionen von 1’, als auf eine 
einfache und beide Variable môglichst gleichmäBig be- 
rücksichtigende Darstellung, so wird man die beiden 
Schiebungen À,, A, nebst den beiden Streckungen M,, M, 
verwenden. Nach $ 5, (VI) ist: 


0 1 ln 


folglich durch Zusammensetzung: 


@6) Am) = (5 1), 4@ 2) = S(7 ir 


[4,06 26m) 4,0 m0 = (EE 1) 


e1 l LC De 


2 (M, k 
| A (1!) M;(n) A,(k) M(m) — S Fe , kl+ 1 


Sollen umgekehrt die vier Koeffizienten rechts jeweils 
vorgegebene Werte à, B, y, Ô mit À — x Ô —fy haben, 
so berechnet sich sofort: 


af 9 a (fu (som 
LG af) (h) man 


Vom Geltungsbereiche dieser beiden Darstellungen gilt 
Analoges, wie bei (XIII); für & +0, Ô HO kann man 
beide Erzeugungen (XIX) benutzen, für & — 0, à + 0 gilt 
nur noch die erstere, und vice versa. Verschwinden da- 
gegen æ und Ô, so greife man wiederum auf eine der 
beiden Erzeugungen (XIII) einer U zurück, und setze 
letztere noch mit einer geeigneten M, resp. M, zusammen. 
Man erhält ähnlich, wie bei der Ableitung von (24): 


$ u { 14" (8) 4 (- : A,(8) M,(8 7) 


AG (-)402% En. 


(XIX) 


(XX) 
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Die obigen Sätze, insbesondere V und VIII, über die 
Erzeugung von S durch Fundamentalsubstitutionen, ge- 
statten wichtige Anwendungen auf die Invarianten. Zu- 
nächst vereinfacht sich jetzt der ProzeB der Transfor- 
mation, der in $ à zum Begriffe der Invariante führte. 
Es sei eine Reïihe von, in den Variabeln x, y homogenen 
Formen #,, g,, h, der Ordnungen n, p, q ... vorgelegt: 


Én(@ , y) = aa" + ax" y + a 2 y? + 
+drgytti+a,yÿ", 
In(T , Y) = ba + ba ty Lbar-2y2 +. 
(28) 12 Yÿ 1 + by. 
h,(x , Y) = Gun + a y + & 2172 y? + 


| / —1 q 
T Cg-1TYT + GUY, 


Übt man auf æ, y eine eigentliche Substitution (II) 
S É é) mit À—+0 aus, so gehen die Formen f,(#, y). 


; ù 

gt, y), hk(æ, y), --. über in neue Former g,{(£, 7). 
Yn(E » 1) La(Ë » 7) --- mit Koeffizienten «;, Pr, Yz;, 

Gilt dann für eine in den (a), (b), (c) ... ganze nu 
homogene Funktion J IQ) ; (b), (c),...] für alle Werte der 
DO IDIS (EF: 25 4e Tdentität : 

EXXI). (x), (9), (7): 21 = 4° |[(a), 6), (©, ---1, 


unter æ eine feste natürliche Zahl verstanden, so heibt 
J[(a), (b), (c),...] eine Invariante der Formen f,g,h,.. 
vom ,.Gewichte‘ «, für « — 0 eine ,,absolute‘, an- 
dernfalls eine ,,relative‘. 

Aus den Sätzen V und VIII geht dann unmittelbar 


hervor: 
Satz IX. ,,Damit J zu einer Invariante der 
Formen f,g.h,... vom Gewichte « wird, ist not- 


wendig und hinreichend, daB J bei beliebigen 
Schiebungen 4,, 4, beider Variabeln ungeändert 
bleibt, und sich bei einer Streckung M,(u) der ersten 
Variabeln (oder auch bei einer Streckung W,(r) der 
zweiten Variabeln) nur um den Faktor w° (resp. #) 
ändert.* 
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Aufgabe 1. Satz V ist auf Grand des Multiplika- 
tionstheorems der Determinanten auf n Variable aus- 
zudebnen. 

Aufgabe 2. Der in der Anmerkung *) zu S. 69 be- 
wiesene Satz über die Umkehrbarkeïit ganzzahliger homo- 
gener Substitutionen in zwei Variabeln läBt sich auf 
n Variable ausdehnen, auf Grund des elementaren Satzes, 
daB die Determinante der ersten Minoren einer n-reihigen 
Determinante D gleich D"-1 ist. 

Aufgabe 3. Die in der Anmerkung *) zu $. 70, 71 
bewiesene Erzeugung der Gruppe aller ganzzabligen unimo- 
dularen Substitutionen in zwei homogenen Variabeln ist auf 
den Fall auszudehnen, wo die Koeffizienten komplexe ganze 
Zahlen sind (von der Form a Lib; a, b ganz rational). 
Sind « und «# zwei solche Zahlen, so lassen sich bekannt- 
lich stets, und nur auf eine einzige Art, zwei andere 
solche Zahlen £ und o derart finden, da «a—fpfu+o, 
wo die Norm von po kleiner ist als die von w. Damit 
bleibt das in dem Produkte UA,(h) À, (k) A,(h,) 4, (k;) . 
ausgedrückte alternierende Verfahren für gewisse komplexe 
ganze Werte der Parameter k, k, h,, k, ... gültig. Die 
Gruppe ist jetzt aus sechs Fundamentalsubstitutionen 


Rate 


treten noch die drei weiteren A,(+ à) und B — Ê si hinzu. 


erzeugbar: Zu den damaligen drei: A,(+1). B — ë FE 


Aufgabe 4. Die in den Aufgaben zu $ 5 unter (14) 
aufgefübhrte Gruppe: 
@) L œ'iy':1= ax +2aby+b':acx+(ad+bc)y + bd: 
x + 2cdy + d? 
lä6t folgende homogene Behandlung zu. Man suche die 
lineare Substitution : 
d'=aT+by+ar, Y=me+by+ez, 
= a;2 + by +eaRr 
so zu bestimmen, da die Form y? —zxez eine relative 


Invariante wird, d. h. daB, y’? — x'2 == o(y? — xe) wird, 
wo @ nur von den neun Substitutionskoeffizienten ab- 
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hängt. Man findet gerade die Gruppe (a), nur jetzt in 
homogener Gestalt: 


@”) œ'=@x+2aby+btz, y'—=acx+(ad+bc)y+bdz, 
g = x +2cdy+ dx, 

und für o den Wert (ad — bc)?, während die Substitutions- 

determinante den Wert (ad — bc)? besitzt. 

Geometrisch läBt sich die Gruppe (a’) als die Ge- 
samtheit der Kollineationen (in homogenen Punktkoordi- 
naten æ, y, 2) auffassen, die den festen Kegelschnitt 
y — 2x —0 in sich, oder wie man sagt, ,automorph‘ 
transformieren. 

Analog ist die lineare homogene Gruppe in vier 
Variabeln æ, y, 2, w zu behandeln, für die die drei 
Formen æ° — x, y2—zxw, 2? — yw relative Invarianten 
sind. Geometrisch ist das die Gruppe, die die kubische 
Raumkurve x:y:2:w = :l2u:lu?:u8 automorph 
transformiert [s. die Aufgabe (14) zu $ 5]. 

Aufgabe D. Für die lineare homogene viergliedrige 
Gruppe æ'—ax<+by, y —cæ+dy sind zwei charak- 
teristische absolute Invarianten J,, J, zu ermitteln. 


Setzt man zur Abkürzung d,, — y , do — “e Yi : 
Xi Yi | Lo Yo 
Lo Vs 2 à (fs , 
1, PACE Dr LE , $0 ergibt sich J, = 2, J,=-%, Invariant 
œT 4 


diz” = die 
bleiben der Nullpunkt O und die unendlich ferne Ge- 
rade g>. 

Aufgabe 6. Nach der Methode des Textes (mittels 
der Fundamentalsubstitutionen) ist zu zeigen, dañ eine 
kubische binäre Form f, = 4,4 +3 a, «?y +3 a, æy? + a3 y 
die Invariante R — (a, a, — a, 43)? — Aa, a — af) (a, à3 — di) 
besitzt, und eine biquadratische binäre Form f, — a x* 
+ da ay +6axy?+4a;æxys +a,y# die beiden In- 

| 46 4 | 
varianten: 4 — dot, — Aa +305, j = | & 43 | ; 
| do y | 
Bezeichnet À die Substitutionsdeterminante, so ist 


9 
9 


” Le D 
R'— A6R, i — Ati, ÿ — A6i, und … ist eine absolute 
Invariante der f,. 
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Ferner ist zu beweisen, wenn zwei Formen f,, ÿ» 
gleicher Ordnung n vorliegen: 


n Ex 
fn = Go €" + () aa" ly + () GW EME ee 
<a (5) An DIY" + an Y" 


Un =— b, a + (1) bay +... + (?) b,_1æ y" 1 + by" À 


LE (a bi + (9) abus NA NP 
eine Invariante. von f,. 9 ist, so daB J'— #"J, und 
falls n gerade, — 21, daB die Form /f», die Invariante 


21 21 
TJ = @ÿ 2z — 1 di dz-1 + | 9 | & Us — +. 


2 
+0 (91) af 
besitzt, so daB J'’ — AJ wird. 

Aufgabe 7. Die Erzeugung der sf? i) aus Fun- 
damentalsubstitutionen (Schiebungen und Streckungen) ist 
auf Sinn—3, 4, ... homogenen Variabeln ausdehnbar. 
Im Falle n — 3 seien x,, æ , «, die drei Variabeln. Unter 
A; (lux) Sei die ,Schiebung“ &,=é<+thik, m—=&, G=k 
verstanden, unter W;(m;) die ,,Streckung“*‘ x; = m;,&,, ax = &, 
= à, und unter Æ(m) die ,,Erweiterung‘ x —mé,, 
dr = M Er, y = M 7. 

Zunächst ist nachzuweïisen, daB eine unimodulare U 
durch geeignete Kombinierung der sechs Schiebungen À4,;z 
erzeugbar ist, und hieraus eine beliebige S, falls man 
noch irgend eine der drei Streckungen oder auch eine 
Erweiterung hinzunimmt. Die Erzeugung der U läBt sich 
aber noch weiter reduzieren. 

Aus der Identität Ar (lix) Ayi(hy) A;r(— hix) Ayi(— hxy) 
= Air hi) läBt sich folgern, daB sich die sechs À;x 
auf drei zyklisch verbundene unter ihnen, A;x, Ayy, Aw, 
zurückführen lassen. Somit ist eine U durch drei, und 
eine beliebige S durch vier Fundamentalsubstitutionen 
erzeugbar. 
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Das Analoge gilt für n Variable: Eine U ist auf n, 
und eine beliebige S auf n + 1 Fundamentalsubstitutionen 
reduzierbar. 

Mittels des in Anmerkung *) zu S. 70, 71 dargelegten 
alternierenden Verfahrens (und seiner geeigneten Wieder- 
holung) ist die in Rede stehende Erzeugung der U mit 
einigen Modifikationen auch übertragbar auf U mit ganz- 
zabligen Koeffizienten. 

Aufgabe 8. In einer S É | seien à und 0, f and 

{ 


—7 konjugiert komplex, so daf man, bei reellen 4, B, 
C', D setzen kann: 
fa=D+i, RE UE 
|ôÔ=D—iC; |y= B+:i4. 
Damit ist, mit Hilfe der Formeln (22) des Textes, 
zu Zeigen, daB die Gesamtheit der (eigentlichen) S (1) 
eine Gruppe für sich bildet. 

Entsprechen den Substitutionen S, S,, &, wo #& 
die aus S und S, zusammengesetzte Substitution SS; be- 
deutet, ur die Koeffizientensysteme (x, 5, 7, 0), 
(Xi Pis V15 di) (Ge: Pa ; V2 de), andererseits vermôge (1) 
die GrôBensysteme CAP CDS CAES BEN ORTNE 
(33: Por iCs,; D); so findet die Zusammensetzung von S 
und S, zu S, in den letzteren drei GrôBensystemen ihren 
Ausdruck in den Relationen: 


{ 4” = (AD'+ DA’) +(BO’— CB”), 
B'’—(BD'+DB')+(CA'— AC), 
| CH (CDT ED O0) AAA Br PA) 
D”’=—-—AA — BB'— CC'+ DD’. 
Sind ferner À, À,, 4 die Determinanten von S, S,, &, 
so hat man z. B.: 
(3) A=xo0—py=A+B+0+ED?, 
und es besteht die Identität: 
(4) A3+B2+ C2+ Di—(42+B?+0C?+ D?) (4?+B?+ 0i+ D). 
Sind die S (1) im besonderen unimodular, so bilden 


sie eine Untergruppe der obigen Gruppe; dann wird der 
gemeinsame Wert beider Seiten von (4) die Einheït. 


(1) 
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Die Formeln (2), in Verbindung mit (4), stellen das 
sogenannte Multiplikationstheorem der Qua- 
ternionen dar, im Falle unimodularer S das der Ein- 
beitsquaternionen. 

[Vgl. F. Klein und A. Sommerfeld, Theorie des 
Kreisels, Heft 1 (Leipzig 1893), $ 7.] 


$ 7. Die Doppelelemente nicht homogener Substitutionen; 
weitere kanonische Gestalten solcher Substitutionen. 


Wir kehren zurück zu den eigentlichen nicht homo- 
genen Substitutionen des $ 5 in etwas abgeänderter Be- 
zeichnung: 


(1) S) u—=——— 


wo die Koeffizienten «, f, y, à gegebene GrüBen seien 
mit der Determinante 


(1) D=ad—By+0, 


und leiten für solche S eine Reïihe von Eigenschaften ab, 
die auch bei funktionentheoretischen und geometrischen 
Anwendungen vielfache Verwendung finden. 

Die Auflôsung von (1) nach 2 liefert die ,,Um- 
kehrung S-1‘ der S (I): 
(L’) NL) outre 


yH—®x ? 


die sich nur dadurch von (1) unterscheidet, daB sich « 
und à vertauscht und zugleich ihr Vorzeichen geändert 
haben; (1) ist wieder die Umkehrung von (1). 

Multipliziert man in (1), oder auch (1’), mit dem 
Nenner herauf, so nimmt S die Gestalt einer in den À, w 
»bilinearen Relation‘ an: 


(11) Auy—lx+ud—B—0, 
und umgekebrt stellt jede solche Relation: 
(11°) Aua+i1b + yub+c—=0 


mit einer von Null verschiedenen ,,Determinante‘ 4 c — bb’ 
eine eigentliche Substitution S (1) dar. 
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Bedeuten /;, 1; irgend zwei Werte von 4, und &;, 4 
die ihnen vermôge (1) .entsprechenden‘ (,,zugeord- 
neten‘) Werte von «, so folgt aus (TI) die Fundamental- 
formel *): 


: ; D 
en nt 
7 à È k 


Vermôge (III) lassen sich aus solchen Differenzen À, — À 
relative und absolute Invarianten konstruieren. 

Setzt man in (I) oder (II) 1—x, so gelangt man 
zu den beiden sich selbst entsprechenden Werten von 
À (oder u), die mit w,, «, bezeichnet und die ,,Doppel- 
elemente‘**) von S genannt werden sollen; w,, æ, sind 
die Wurzeln der quadratischen Gleichung: 


(IV) 42 y — A(o — 6) — B—0. 


Als ,,Diskriminante‘ À dieser Gleichung sei, mit 
leichter Abänderung des Zahlenfaktors gegenüber der Fest- 
setzung (4) des $ 1, der Ausdruck: 


(2) A=(x — 0) +4fy=(x +0} —4D 


eingeführt. 

Umgekehrt denke man sich jetzt die Doppelelemente 
w,, «, gegeben als Wurzeln einer beliebigen quadratischen 
Gleichung: 
(V) al+2bi+c—0. 


Die bilineare Gestalt (II) von S zeigt, daB zu (V) noch 
eine æ!-Schar von S gehôürt: 


(VI) aiu+1b+o+ub—e+c—=0, 


*) Der Ausdruck 4; — À; erscheint so als ,;relative‘“ Invariante 
in weiterem Sinne, insofern der Faktor von 4; — 1 in (ID) noch 
von den Werten /;, À; der Variabeln / abhängt. Bei homogener 
Schreibweise kommt man auf den gewühnlichen Begriff der rela- 
tiven Invariante (s. $ 6. S. 75) zurück. Denn setzt man an Stelle 
von (1) gM — œ 10 + 819, u® = y 40 + 01%, so wird (ID zu: 

@) ©) @ 0) 30) 302) () 3@) 
U, H} —4, by = (4 D, À, )D . 
Das ist nichts anderes als die Identität (XV) des $ 6. 
##) Auch der Ausdruck ,,Einheitselemente‘ ist üblich. 


Meyer, Allgemeine Formen- und Invariantentheorie I. 6 
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unter o einen willkürlichen Parameter verstanden, oder 
auch in der Gestalt (1): 
(VT') dre Ge 
Es werde zunächst der ,,allgemeine‘* Fall betrachtet, 
wo a, &, die Wurzeln von (V), endlich und ver- 
schieden sind, so da8i a+0, 4-0. Bedeutet À eben- 
falls einen willkürlichen Parameter (+ 0, æ)*), so werde 
als ,,kanonische‘* Gestalt der Substitution (VI) fest- 
g'esetzt: 


(VIT) 


—(bA 40 


tee: oO: + À — ®; 


PATES À — © 
In der Tat sind «,, «, die Doppelelemente der Sub- 
stitution (VII) DaB aber (VII) auch sämtliche S mit 
den Doppelelementen &w,, æ, liefert, lehrt die Vergleichung 
mit (VI). Bringt man (VII) auf die bilineare Gestalt, so 
ergibt sich, nach Division mit 1 — k: 

© — k © @ù — ko 


(VII) Au — À er HER 


+ ©, © = 0. 


Hier ist der Divisor 1— k von Null verschieden anzu- 
nehmen. Denn für k-—-1 würde (VII) übergehen in 
(4 — y) (w, — ©) = 0, also, wegen w, <a, , 1=u, à. i. die 
identische Substitution, für die jedes Element als 
Doppelelement anzusehen ist. Sehblieit man diesen Fail, 
als . trivial, aus, so verbleiben die durch (VII‘') dar- 
cestellten S. | 

Da (VII’) für À1—u in die Gleichung mit den 
Wurzeln w,, æ, übergehen mu, so muB die Summe der 
Koeffizienten von —2 und —x in (VII”) den Wert «©, + «, 
baben; man darf also (VIT’) auch in der Gestalt schreïben : 


__—, OO, + LD 
(VII) Au—1 Ê : = CE + ) u (= Pa o) 0e — 0, 


Ld 2 


[a 


*) In den Grenzfällen £ —0 resp.  wirde sich die Formel (VII) 
reduzieren auf (u—,) (Â—w,) =0 resp. (u—«,) (1 — w,) —0. 
Diese Substitutionen sind aber uneigentliche (s. Anm. *) zu $. 45), 
insofern einem festen Wert von À resp. « jeder Wert von « resp. À 
entspricht. 
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wo sich oc durch Subtraktion der Koeffizienten von —À 
und —uw (VII’) bestimmt: 


: OO — © 1+k 
3a 2 
Li , SRE 
und hieraus umgekehrt k: 
oies 
2 
(3b) k — 


Zu jedem Werte von # in (VII) resp. (VITI’) gehôrt so ein 
bestimmter endlicher Wert von 6, und umgekehrt (einem 
unendlich groBen Wert von o würde gerade der aus- 
geschlossene Fall % —1 entsprechen) Der Parameter o 
in (VII”) ist von dem Parameter © in (VI) nur unwesent- 


2 b 
lich verschieden, denn da nach (V) Sr Pe nie 0 
ergibt sich 6 — — . 


Kürzer und direkter hätte (III) zu (VII) gefübrt. 
Aus (III) folgt sofort: 


M0 _y@+Ô À—a 


(4) 


H — YO + À — 


wo sich der erste Faktor rechterhand: 


(5) Ex 


: ) 
wegen der Willkürlichkeit von . als Parameter k von 


D 
(VII) auffassen läBt [gemäB (IV) ist y + 0]. 

Nunmehr sind die besonderen Fälle ins Auge zu 
fassen, wo entweder ein Doppelelement unendlich groB 
wird, oder aber beide Doppelelemente zusammenfallen, 
oder endlich beides zugleich eintritt. Bleibe etwa «, 
endlich, während «w, unendlich groB werde, so da y in 
(IV) resp. a in (V) verschwindet, wäbrend x + 0, b +0 

6* 
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bleibt. Dann darf man in (1) mit 0, das +0 sein mu, 
durchdividieren, oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
ô — 1 setzen, so daB sich (1) reduziert auf: 


(VIII) u=ai+fp, («w, endlich, w, — ) 
wo æ sowohl von 1 als von O verschieden sein mus. 
Für À = y ergibt sich «, — _. . 


Die Substitution (VIIT) fällt mit der ,,ganzen‘ Sub- 
stitution G (VI) des $ 5 zusammen, während (1) für y + 0 


eine ,,echt gebrochene‘ Substitution hief. 
Durch Einführung von &w, nimmt (VIII) die Gestalt an: 


(VIIT’) u — on = œ(À — æ;), 


wo à als willkürlicher Parameter fungiert, wenn man sich 
nur æ@, (mit «, — oc) als gegeben denkt. 

Die Vergleichung von (VIITI’) mit (VII) legt es nahe, 
die erstere Gestalt aus der letzteren durch einen Grenz- 


prozeB abzuleiten. In der Tat wird für æ, — : (VII) zu: 
€ 

0 D RE 

SU NN ie TE 

und (6) geht für lime — 0 direkt in (VIILI’) über, wenn 

man æ statt Æ schreibt. 


In dem kanonischen Falle @, —0 nimmt (VII) 
resp. (VIIL’) die Gestalt an: 


(6) 


(1X) H=—œ#, @ = 0, 0) — 6) 


d. i. aber die ,,Streckung‘‘ (IV) des $ 5. 
Andererseits môge æ, mit «, zusammenfallen: 


(7) CNCOOEATO, 


WOo « vorerst als endlich vorausgesetzt werde. Dann 
wird (V) zu: 

(8) Q—-w} =2—21c +o—=0. 

GemäB (VI) ist jede zugehôrige S mit dem endlichen 


Doppelelement w, — «, — « und einem Parameter o dar- 
gestellt durch: 
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À pu — À(© + 0) — u(o — p) + w? 
= (lu — lo —ueo+œ)—10+uo 


= (i— w)(u — wo) —10+uo 
= (À — ©) (u — ©) — (1 — w)o + (u — w)e —0. 


Hier ist der Wert p — 0 auszuschlieBen, da sich sonst (9) 
auf (1 — ©) (4 — «) — O0 reduzieren würde, d.h. À resp. « 
auf eine Konstante, was bei einer eigentlichen S nicht 
eintreten kann. 

Man darf also (9) mit dem Produkte o(1— «) (u — w) 


(9) 


dividieren und erhält, wenn man für — bequemer € schreibt: 


1 1 
(X) = + v 
LL — © NT) 
(endliches Doppelelement «© = ©, = @»). 


Auch (X) läBt sich aus (VII) durch einen Grenz- 
prozeB ableiten. Man setze &, — ©, &, = © — €, so kann 
man (VII) so schreiben: 


£ { € | 
LA —_——— 
: Lt — © | | de) 
oder: 
A 
12, — (i) L Nb) 
oder endlich: 
1 k "k—1 
(10) nd 
H — w À— € 


Hier lasse man € gegen O und zugleich k gegen 1 kon- 
vergieren, derart, daf: 
(11) k—1—ce 


erfüllt bleibt, wo c einen neuen endlichen Parameter be- 
deutet. Dann geht für lime —0, limk —1 in der Tat 
(10) in (X) über. Der singuläre Fall lime — O0 entspricht 
der identischen Substitution À — u. 

In dem kanonischen Falle « — 0 wird (X) zu: 
(&) ru 


H 
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SchlieBlich ist der Fall ©, — ©) = D —% Zu er- 
ledigen. 

Man gehe auf (V) und (VI) zurück. Es ist jetzt 
a—b—0, während c(—+0) gleich 1 gesetzt werden darf. 
Damit wird (VI): 


(12) 10—ue+1—=0. (e + 0) 

Nimmt man k — — L als Parameter, so entsteht aus (12): 
(4 

(KI) u=i+k, 


d. i. die ,,Schiebung‘ (1) des $ 5. 
Um auch (XI) aus (X) durch Grenzübergang zu ge- 


winnen, schreibe man zuvôrderst — für « in (X): 
€ 


€ € 
EST ei ré 


oder: 

Cite (ep — 1) + © (e4—1) (eu —1) 
oder endlich: 
(13) RE eA—1) Ga D. 


Man setze nun die Relation fest: 
(14) Che, 


wo k einen neuen endlichen Parameter bedeutet, und 
lasse ec zugleich mit € gegen Null konvergieren, so geht 
aus (13) in der Tat (XI) hervor. Der singuläre Fall 4 — 0 
gehôrt wiederum zur identischen S. 

Nunmebhr ist ein anderer wichtiger Unterfall der S (1) 
zu besprechen, der schon in $ 2 auftrat. 

Im allgemeinen entsprechen sich, wenn man von 
jedem der Doppelelemente w,, æ, absieht, irgend zwei 
Elemente 2, « in (I) nicht wechselseitig; vielmehr, wenn 
irgend einem Werte À, von À der Wert # von u zu- 
geordnet ist, so entspricht dem Werte u, von À ein von 
1, verschiedener Wert von w. 
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Sollen aber in (1) resp. (1”) À und « stets*) wechselseitig 
korrespondieren, so ist dazu notwendig und hinreichend, da8 : 


(15) % == 0 01: 


In der Tat wird dann (und nur dann), wie es sein 


mu, die bilineare Gestalt (II) von S symmetrisch 
in À und w: 


(XI1) yau—a(i+u)+B—=0. 


Nach $ 2 heïiBt dann S(x — —Ô) eine ,,Involution‘; 
eine solche ist durch ihre Doppelelemente w,, æ, bereits 
vôllig bestimmt. Sind «w,, «w, wieder gegeben als Wur- 
zeln von 


(V) ak +2bi+c—=0, 
so lautet gemäB (VI) die zugehôrige Involution: 
(XIT”) aiu<+b(i+u+ce—=0, 
oder, in der Gestalt (1): 

—hl— 6e 
XI1” = ————— |. 
) & ai +b 


Aus (2): A—(x+0)?—4D folgt jetzt für «+0—0, 
da D +0, daB auch 4 +0 ist, so daB bei einer eigent- 
lichen Involution die Doppelelemente stets getrennt sind. 

Für den kanonischen Fall «, —0, «3 =, also 
a —c=—= 0 in (V), entsteht aus (XII): 


(XIII) 10). 


Ein anderer kanonischer Fall tritt ein, wenn (0, æ) 
ein Elementenpaar der Involution ist. Dann verschwindet 
b in (V), während a und e endlich und von Null ver- 


schieden sind. Führt man — - als Parameter k ein, so 
nimmt (XII) die Gestalt an: 
(XIV) AMEN 


*) Hierzu gentügt bereits die Existenz eines einzigen, sich 
gegenseitig entsprechenden Paares 4, , u,(4, + w,). Denn vermôüge (I) 
ist dann zugleich Au,y—1,a+uô—$8—=0, luy—uax+iù—f 
—0, woraus durch Subtraktion entsteht (uw, — À) (x + à) —0, 
d. i. aber die Bedingung (15). 
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mit den Doppelelementen: 
(16) EU LE 


Ist überdies im besondern das eine der Doppelelemente 
gleich 1, also das andere gleich —1, so resultiert die 
»reziproke‘ Substitution R (VIII) des $ 5: 

(XIV”) LE = 1 


Die wesentlichsten dieser Ergebnisse fassen wir zu- 
sammen in: 


Satz I. ,Führt man in die nichthomogene 
x À 
Substitution S (I) p= HT deren Doppelele- 


mente «,, w ein, so ergeben sich eine Reihe 
kanonischer Darstellungen von S$. 

Solange æ,, «, endlich und ungleich sind, er- 
hält S die Gestalt (VID 127 

 — À — «3; 

endlich und von Null und Eins verschieden ist. 

Rückt «, ins Unendliche, während «, endlich 
bleibt, so wird S zur ganzen Substitution G& (VIII): 
u=œi+f, oder auch u — «, = x(i—«,), wo «x end- 
lich, von Null und Eins verschieden ist. Für 
@ =0 geht G (VIII) in die Streckung M (IX): u—xà 
über. Rückt auch noch «w, ins Unendliche, so geht 
aus G (VIII) die Schiebung À (XI): u — À + ce hervor. 
In dem singulären Falle £ resp. & —=1, resp. ce —0 
wird (VII), (VII), (IX), (KI) zur identischen Sub- 
stitution, für die jedes Element Doppelelement 
ist. Fallen andererseits beide Doppelelemente 
von S in einen endlichen Wert « zusammen, so 

il 1 


wo k 


geht (VII) über in (X): ———— = +%, also 
1 il U — © A1) è 

für © —0 in (X’) — RÉ e 
pal 


Eine Substitution S wird zur Involution (XI) 
aiu+b(i+u)+c—0, wenn je zwei Elemente À, y 
sich wechselseitig entsprechen; eine Involution 
ist durch ihre Doppelelemente, die Wurzeln von (V) 
a?+2b1+c—0 eindeutig festgelegt. Sind diese 
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Doppelelemente 0, æ, so nimmt (XII) die kano- 
nische Gestalt (XIII) 1+u—0 an; andererseits, 
für O0, æ als ein Paar der Involution, die Gestalt 
(XIV) Au—=k, die für k—1 mit der reziproken 
Substitution À übereinstim mt. 

Die Darstellung (VII) von S (1) läBt sich erweitern. 
Sind (2, &) ( , 4) irgend zwei gegebene Elementenpaare 
von S, so leitet man aus (III), wie oben (VII), die Dar- 
stellung ab : 

(XV) —< = % 


; 
À H — Le À — à 


wo k wieder einen Parameter bedeutet. Dieser bestimmt 
sich, sobald noch ein drittes Paar (4,, u,;) bekannt oder 
gegeben ist, durch: 

7: 1 — 7 

178. fée _ ke Hs ; à : 


Hs — Us A3 — lo 


(17) 


und die Elimination von # aus (XV) und (17) liefert für S: 


(XVI) (ui — 1H) Us de a 222 QG — À) — À) | 
(u — lu) (ju — L3) PANNES 

Der links stehende Ausdruck, der schon in $ 3 be- 
trachtet wurde und in $ 8 näher untersucht werden soil, 
heiBt das ,,Doppelverhältnis‘ (,,Dv.“) der vier Ele- 
mente U, Mi; Hs My) und entsprechend rechts das von 
À, lis À, 43. In (XV), (XVI) ist enthalten: 

Satz IL ,,Eine Substitution S mit zwei ge- 
gebenen Elementenpaaren (4, w), (4, 1) wird 
durch (XV) dargestellt. Ist noch ein drittes Paar 
(4, 3) gegeben, so sagt die S aus, daB das von 
irgend einem Werte À mit À, 4, À gebildete Dv. 
den nämlichen Wert besitzt, wie dasjenige aus 
den vier vermôge # entsprechenden Elementen u, 
4, 1. um. Oder auch: Das Dv. von irgend vier 
Werten der Variabeln À ist gegenüber einer be- 
liebigen eigentlichen S (I) eine absolute Invariante, 
und als solche charakteristisch für die $S, oder 
endlich: Dieses Dv. ist die charakteristische (ab- 
solute) Invariante der Gruppe 7” aller eigent- 
lichen S .“ 
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Es werde nunmebhr zur gleichzeitigen Normierung von 
zwei Substitutionen S und S, geschritten, in Erweiterung 
der in $ 2 angestellten Betrachtungen über quadratische 
Formen. Man gehe von der bilinearen Darstellung aus: 


a) fQG, uw =alu+bli+b'u+e—=0, 
S) QG, u=aœliu+bl+biu+a—=0. 
Man suche die in beiden Substitutionen sich zugleich 


entsprechenden Paare (1, u). Die Elimination von 
resp. À aus (18) führt zu den beiden quadratischen Glei- 


lai+b, bite 
a = | 
Im4+b, bl+e] 
lau+b, bu+c| 
M = | à ; ie | = (0, 
Iu+b, bu+c] 
deren Wurzeln mit À,, À resp. &, #, bezeichnet seien. 
Dann sind (4, ), (4 , &) die beiden Paare der ge- 
suchten Art, wo sich die Zuordnung von À, zu u, (und 
damit von 4 zu w) durch (18) regelt*). GemäB (XV) 
existieren dann für beide Substitutionen S, S, die kano- 
nischen Gestalten : 


n 


(19b) 


(XVID HI _y À — À, Ho 1 À 


U — le À — À U — os 


Die Werte von k, k, bestimmen sich durch Ver- 
gleichung mit (18); man erhält: 


(0) LR: ls — ii kr ide A de DEP CR 


L-hikmuted = Ar A = aebebicR 


*) Eine direkte Ausrechnung ist beschwerlich. Man berück- 
sichtige indessen, dafi für ein beiden Relationen (18) genügendés 
Paar 1, u auch die Relation 

A (ab, — ba) + u(b’a, — b} a) + (ca, — e,a) = 0 


erfüllt sein muf. Zieht man ferner die Gleichung (25) heran, so 
ordnen sich die Paare (4, «,), (4 , w) nach der Regel zusammen: 


{ 4 = (Pi — P:3) È Da Le = (Pia + Des) F VDà 
À, d lo DD 4 


2 Pro 
wo entweder die beiden oberen oder aber die beiden unteren 
Vorzeichen der Quadratwurzel gelten. (Wegen der Bedeutung der 
Zeichen p, D; s. u. $. 91, 92.) 
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wo sich % resp. k, je irgend einer, in diesen beiden fort- 
laufenden Proportionen enthaltenen Proportion entnehmen 
lassen. 

In dem besonderen Falle 4 = 1 resp. k, — 1 reduziert 
sich die eine der Substitutionen (XVII) auf die identische, 
die andere, da jetzt sowohl 2, À wie u,, & mit deren 
Doppelelementen «,, «, Zzusammenfallen, auf die Ge- 
stalt (VII). 

Mit Rücksicht auf (III) zieht die Gleichheit von À 
und À die von w, und x, nach sich, und umgekehrt. 

Die beiden Diskriminanten D;, D, der quadratischen 
Formen À, M (19) stehen also in der Beziehung, daB das 
Verschwinden der einen das der anderen bewirkt, und da 
beide je vom zweiten Grade in den Koeffizienten von (18) 
sind, werden sie bis auf einen Zahlenfaktor übereinstimmen. 
Um dies durch Rechnung zu erhärten, bezeichne man 
solche zweireihige Determinanten, wie e ; mit (ab), 

[ts L 1 
dann lauten die beiden Formen À, M (19) explizite: 

(192) A = 22(ab) + 2{{ac) — (bb’)} + (b’e) = 1? 4, + 14, + 4,, 
(19 b°) M = 2(ab’) + u£(ac) + (bb)} + (bc) =u?B, + uB, + B, , 
die, wie aus ihrer Entstehung hervorgeht, durch gleich- 
zeitige Vertauschung von b, b, und b’, b{ und von 1 mit 


“ auseinander hervorgehen. 
Führt man die Differenzen: 


als selbständige GrôBen ein und setzt b’— b + 0, b{—b, +0,, 

so werden die Koeffizienten in (19°): 

où [4 Qt), A-Gd-69, 4=(6a—(0, 

| Bo (ab)+(aû), B=(ac)+(bé), B, —(0c) 
Damit erhalten die beiden Diskriminanten D;, D, 

von (19) die in 


_. D; =414,A,—A?— 4(ab){(b c) — (ce 0)} —{{(ac) — (b6)}?, 
de. Enr B, cs = A(b c){(ab Fan {(ac on ô)}?, 
deren Subtraktion liefert: 

og ei _Gi(cs + (40 (08 +869. 


4 
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Wie man sich durch Ausrechnung*) überzeugt, ver- 
schwindet die rechte Seite von (24) identisch, und es 
wird in der Tat: 


(25) D; ue D? . 


Um D, durch einfachere (nämlich invariante) Bildungen 
auszudrücken, beachte man, daB für b—b, bj —=b,i.e. 
—0, 6 —0 die Substitutionen (18) zu Involutionen 
werden, und daB dann die Funktionaldeterminante [$ 3, 
(VIL)] der beiden zugehôrigen quadratischen Formen 
f=al+2bite, fi=al+2bi+ec 
mit den beiden jetzt übereinstimmenden Formen À — M 
(19) zusammenfällt, deren Diskriminante gemäf $ 3, (V) 
durch die beiden Diskriminanten von f, f, und deren 
bilineare Invariante Æ ausdrückbar war. 
Man versuche daher, die drei letzteren Invarianten 
auf die bilinearen Formen f{(1; u), f,(4, u) (18) zu über- 
tragen, und führe demgemäB folgende Ausdrücke ein: 


(26) D=ac—bb, D =a,c — bb, 
(27) H = (ac +ca,) — (bb; + b,b'). 


Die beiden ersteren môügen, wie schon oben bei (II’), 
die ,,Determinante‘ von f resp. f, heïiBfen, und H 
wiederum die ,,bilineare Invariante‘‘ von f und f,. Da 
diese Bildungen Invarianten (sogar in erweitertem Sinne) 
von / und /, sind, wie es von vornherein wahrscheinlich **) 
ist, wird $ 9 lehren. 

Führt man auch in (26), (27) die GrôBen 0, à, (21) 
ein, so nehmen D, D,, H die Gestalt an: 


(26°) D=(ac—b?}—bÜ, D,—=(a ce, — b?) — b,6,, 
(27°) Ent ao ox QUE (bd, + b, 0), 


*) Sind 5, 4, L, Àm vier beliebige Grôüfen, so ist offenbar 
Gi — À) Ci — mn) + Ci — À) Am — À) + (Qi — À) (x — À) = 0. 
Ersetzt man hier homogenisierend jedes Produkt 1; 4; durch 
À5 x Him und setzt zur Abkürzung Pir = sur — zu, so resul- 
tiert Pix Pim + Pit Pmk + Pim Prki — 0, d. i. die Identität des Textes. 
In der Geometrie spielt dieselbe als »Linienkoordinatenidentität“ 
eine wesentliche Rolle. 
#**) Man berücksichtige die Relation (XVII). 
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während sich für D, — D, durch Addition von (23) und 
mit Berücksichtigung von (25) der Ausdruck ergibt: + 
(8) D; == {4(a b) (be) — (a c}?} — (b 8)? — 2(a db) (cb) 

+ 2(bc) (aû). 
Auf Grund von $ 3, (V) ist aber: 
(29) { 4(a b) (bc) — (a c)? — 4(a c — D?) (a, ce, — bi) 

— (ac +ca —2bb,)}. 

Bildet man in Analogie zur rechten Seite von (29) 
den verallgemeinerten Ausdruck 4DD, — H? und ver- 


gleicht diesen mit D; (28), indem man die Differenz beider 
herstellt, so kommt wegen (29): 


(4DD, — H?) — D, = —Abô(a;c, — b?) — 4b,d,(ac — b?) 
+ 2(ac, + ca, — 2b b,) (b à, + b, 6) 
(30) + 2(ab, — a; b) (cd, — c, 0) 
— 2(b € — b,c) (a à, — a, à) + (b à, — b, 0)? 
— (bd, +b, 0)? +4bb 00, .. 
Bei der Entwicklung der rechten Seiten zerstôren sich 


aber je zwei Terme, und es resultiert als Verallgemeine- 
rung von $ 3, (V) die Identität: 


(XVIII) D; =D,=A4DD, — H:. 
Damit gilt: 
Satz III. ,,Z2wei verschiedene Substitutionen 


S, 8, lassen sich mit Hilfe der beiden ihnen ge- 
meinsamen Elementenpaare (1, uw), (4, &) gleich- 
zeitig in die kanonische Gestalt (XVII) setzen. Die 
Diskriminanten D,, D, der beiden quadratischen 
Formen À, M, deren Wurzeln die Paare (4, À), 
(“,, &) sind, stimmen überein, und es ist, in Ver- 
allgemeinerung der Relation (V) des $ 3: 
D; = D, =4DD;— H*, 

wo D, D, die beiden Determinanten und H die 
bilineare Invariante der beiden bilinearen Formen 


fQ, u), f\U, u) sind, die durch ihr Verschwinden 
die beiden Substitutionen S, S, darstellen.‘ 
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Die Darstellung (II) resp. (I1’) einer S (1) durch Null- 
setzen einer bilinearen Form f(4, 4) führt zur Übertragung 
der oben abgeleiteten kanonischen Gestalten der S auf 
die entsprechenden Formen f selbst. Der Unterschied ist 
im wesentlichen bloB der, daB in die Darstellungen ie S 
nur die Verhältnisse der Koeffizienten x, B, y, à (I) 
resp. &, b, b’, « (Il’) eingingen, während die entsprechen- 
den Darstellungen der Formen f (II') von jenen Koeffi- 
zienten selbst abhängen. 

Bei der Durchsichtigkeit des Übertragungsprinzips 
môge die Durchführung einiger Fälle genügen. 

Die Determinante D — ac — bb” der bilinearen Form 


(18) fU, uw =alu+bi+bu+ce 


war ursprünglich die Determinante der durch f — 0 dar- 
gestellteu Substitution S. Um die Bedeutung des Ver- 
schwindens von D — wobei S zu einer uneigentlichen 
Substitution «wurde — für die Form f zu erkennen, führe 
man, falls D — 0, was dann stets môglich ist, drei Hilfs- 
erôBen 0, 0”, t ein, so da D — 0 identisch erfüllt wird: 


(31) a — 0"; rt bo, b'=0"T, 
also umgekehrt*): 
/ Ex b . 
(31) r=Ve, o=, p=2, 
Ve J c 


wo der Quadratwurzel ein bestimmtes Vorzeichen bei- 
gelegt werde. Dann zerfällt f in das Produkt: 


(32) FA, à) = (ç4 +9 (ou +. 


Umgekehrt erkennt man, daf für eine in zwei Linear- 
formen in À resp. uw zerfallende Form f die Determi- 
nante D verschwindet; f heiBt dann ,,ausgeartet‘. $So- 
mit ergibt sich: 

Satz IV. ,,Die notwendige und hinreichende 
Bedingung für die Ausartung einer bilinearen 
Form f in zwei in À resp. u lineare Faktoren ist 
das Verschwinden der Det terminante DEyYOn ES 


+ Dites Darstellung (31/) versagt für c — 0. Aber dann 
verschwindet wegen D — 0 auch b oder b’, und man hat un- 
mittelbar: f — w(a À + b’) resp. f = À(a u + b). 
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Für b—b", Â—u hat man den Spezialfall (Ilc) 
des $ 1. 

Entsprechend werde die kanonische Darstellung einer 
quadratischen Form ($ 2) dahin ausgedehnt, daB man eine 
beliebige Form f(1, u) (D +0) als Aggregat zweier zer- 
failender Formen darzustellen versucht: 


(XIX) { A, uw = alu+bl+bu+e 
ur LU) = L)tea) 


Soll dies môglich sein, so genügen jedenfalls die beiden 
Paare (4, um), (L, æ&) der Bedingung f(4, u)—0, sind 
also Paare der Substitution f — 0. Um die Umkehrung 
zu beweisen, beachte man, daf, in Verallgemeinerung von 
(20), die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für 
die Darstellbarkeit (XIX) durch Vergleichung der Koefïi- 
zienten geliefert werden: 

(33) { _ ki . ke ; —b — Ha k, + Bi le : 

| 0 = Lk+bh, Ch + hluk. 

Die Elimination der k,, 4, lehrt, daB die À, 4; b, We 
den vier Gleichungen zu genügen haben, die durch Null- 
setzen aller Determinanten der Koeffizientenmatrix von 
(33) entstehen, was man kürzer so schreibt: 


| D —{ÿ & | 
(34) HR er 0 
1 LU ÉOCALN 


Umgekehrt, sind diese vier Bedingungen (34) erfüllt, 
so existiert auch ein Paar von Werten k%,, k,, das (33) 
genügt. 

Aber die vier Bedingungen (34) sind tatsächlich mit 
nur zweien gleichwertig, nämlich 


(35) ffG, m)= alu +bk +bu+e=0, 


Denn die vier Gleichungen (34) gehen aus (35) durch 
sukzessive Elimination der Koeffizienten a, b, b”, c« her- 
vor. Denkt man sich (35) erfüllt, so bestimmen sich die 
‘k,, k, aus irgend zweien der Gleichungen (33). Setzt man 
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L=ai+b, M,=au+b (i=1, 2), so gestatten k,,k, 
die Doppeldarstellung: 


Bas 4 —À Mb L A — À Ua — ba 
Die aus (XIX) als besonderer Fall folgende Darstellbar- 

keit der Gleichung f —0 durch die À, m3; db, le 

stimmt, wie es sein muB, mit der kanonischen Darstel- 

lung (XV) der Substitution f — 0 überein: der dortige 

Faktor k wird jetzt: 

k 

(36) be Lee 

Damit ist auch die simultane kanonische Darstellung 
(XKIX) zweier Bilinearformen (18) f(4, u), f,(4, u) er- 
ledigt, sobald man, wie damals bei den Gleichungen 
f=0, f1—=0,. die Paare. (,, 24), (4,2) als  Wurzeln 
der Gleichungen (19) wählt. 

Kehrt man zu der einen Form f(4, u) (18) zurück, 
so kann man auch, statt k,, k, aus (33) zu entnehmen, 
irgend ein drittes, der Gleichung f(1, u) — O0 genügendes 
Paar (1, 4) heranziehen. Aus f(1,, ) = 0, f(4, ue) = 0, 
fs ; LU) — O0 ergeben sich die a, b, b’, ce als proportional 
den Determinanten der aus den du, À, mm, 1 (à = 1, 2,3) 
gebildeten Matrix; setzt man dieselben in f(, u) ein, so 
ergibt sich für f zuvôrderst: 


fU, uw =alu<+bi+bu+e 


pi U : À , u : il | 
(37) _ à À Hi , À : & : 1 | a ü 
= | RACE Tnt 
Ikw1||2u, &, ue, 1 | BR ae 
| À Us 9 À , ls , 1 


wo die vierreihige Determinante mit (1, u) bezeichnet sei. 

Hier ist der erste Koeffizient a als von Null ver- 
schieden anzunehmen; dann ist aber auch |4w1|+0, 
da andernfalls die drei Paare (4, 4), (4, le), (43, Us) 
voneinander abhängig wären, was ausgeschlossen sein soll. 

Verschwindet dagegen a, so genügen zur Darstellung 
von f bereits zwei, die Bedingung f(4, u) — 0 erfüllende 
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Paare (4. w), (2, 4), und man erhält die Doppel- 
darstellung 


| fQ, u) =bi+b'u+e 
Ra on ARTE LR 
SLR 5-0 TRUITE 
| up, Nr 1|= RES M 4 M 1}, 
ANT | F ) PERTE 


die stets môglich ist; denn b und b” kôünnen wegen D + G 
nicht verschwinden, und mit À, — À, würde auch &, — 
sein, und umgekebrt, d. h. beide Paare (CÉRRTAEN CENT) 
würden zusammenfallen. 

Die vierreihige Determinante @(4, u) in (37) läBt sich 
so umformen, daB nur Differenzen der À resp. 4 auftreten. 
Zieht man die Elemente der ersten Reiïihe sukzessivé von 
denen der drei übrigen Reihen ab, so reduziert sich 
p(?, u) auf eine dreireihige Determinante; zieht man in 
dieser die mit w multiplizierten Elemente der zweiten 
Kolonne von denen der ersten ab, so resultiert die Dar- 
stellung : 

—p({4, n)=(— À) (de — ds) (ui — bo) (u — us) 
(39) He 2) Us — 4) (u — 1) (ue — y) 
+ 2) A — À) (ue — ) (u — we), 
oder auch, unter Benutzung der Identität *): 
(40) GA) (2 — 4) +4 — À) (3 — À) 
+ (A — À) (ù — à) = 0 


die folgende: 
(1) —pQ, un) = (0-2) (% — 3) (ù — He) (ui — Hs) 
— (u — W) (ue — us) (À — de) (hi — ds) - 

In der Tat sagt das Nullsetzen der rechten Seite ge- 
mäB (XVI) aus, daB das Dv. der vier Werte 1, À, 2,4 
gleich dem der vermôge f (1, u) — 0 entsprechenden Werte 
LH; Li Mes Us ist, wie es sein mu. 

Bisher war die Bilinearform f(1, u) als gegeben be- 
trachtet; sieht man indessen dieselbe, d.h. die Koeffizienten 
a,b,b’,c, umgekehrt als unbekannt an, und die zwei, 


*) Siehe die oben auf die Formel (24) bezügliche Anmerkung. 


Meyer, Allgemeine Formen- und Invariantentheorie I. 4 
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resp. drei Wertepaare À,, u, ; À, & ; [4, m3] als beliebig 
gegeben, so ergibt sich im ersteren Falle für die zugehôrige 
Form f(1, u) die rechte Seite von (XIX), wenn darin k, 
und k, als willkürliche Parameter angesehen werden, und 
entsprechend im letzteren Falle die mit einem willkürlichen 
Parameter 4 multiplizierte Form (1, u) in (37), resp. (41). 

Dabei ist nur vorauszusetzen, daB im ersteren Falle 
A <2,u Em ist und im letzteren, daB nicht alle vier 


Determinanten der Matrix | Au, À, w, 1| (i= 1,2, 3) 
zugleich verschwinden*), d. h. da zwischen den drei Paaren 
(4 , Lu) (à ; Lo) (ds, M3) keine Abhängigkeit besteht. 

Die Ergebnisse (XIX) und (41) lassen sich auch direkt 
aus dem Ausdrucke (18) für f (4, x) herleiten.. Sei wieder 
(4, &) ein Paar der Substitution f (4, u) — 0. Zieht man 
von dem mit a, +b’ multiplizierten Ausdrucke f (2, u) den 
mit al+b" multiplizierten (verschwindenden) Ausdruck 
f(h, #1) ab und verfährt ebenso mit einem zweiten Paare 
(4, M), So ergibt sich: 

2) a LD") (u—4)+ Du —À), 
FU, u)(al +b')=(ai+b')(ai +b')(u—i,) + D(À —À). 


Die Elimination von D führt zu der mit (XIX) äquivalenten 
Darstellung : 


FU HIDE AE Gi 0 Een) 
ON be): 


Die vüllige Übereinstinmmung mit (KIX) tritt hervor, 
sobald man beachtet, daB die erste und dritte der Rela- 
tionen (33) für k,, k die Werte liefert [vel. (33’)]: 


(43) 


*) Dann müften die Dv. (4, 4,24,,4,), (u, um, &, m3) für alle 
Werte von À, « übereinstimmen, was nur so môglich wäre, daf 
zwei der Paare (4, «,), (4, &), (4, #3) zusamenfallen: das letztere 
ist aber von vornherein ausgeschlossen. In der Tat kann die in 
Rede stehende Ubereinstimmung beider Dv. dann und nur dann 
eintreten, wenn (4 — 1) (u, — u3) =0. und (4, — À,) (u, — u,) —0. 
Betrachtet man hier die Paare (4, ,) (4, #) beliebig, aber fest 
gewählt, so bleiben nur die beiden Môglichkeiten 4, — 1,, uw, = w 
oder aber "us "us. ee 
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Fügt man zu (453) diejenige Identität hinzu, die aus (43) 

durch Einsetzen eines dritten, der Bedingung f(1, u) — 

genügenden Paares (4, «;) hervorgeht, und eliminiert 

a À; + b”, so gelangt man zu der mit (41) äquivalenten 

Darstellung: 

{ FQ, 4) (o — À} (3 — À) (us — lo) 

É | = (a À + D”) [U — À) (u — pe) (Us — À) (us — 1) 
RNA Ne ae aie 

Indem wir die Überführung der weiteren, im ersten 
Teile dieses Paragraphen für Substitutionen mittels ihrer 
Doppelelemente hergestellten kanonischen Gestalten in die 
entsprechenden der Form f(2, «) dem Leser überlassen, 
heben wir das Übertragungsprinzip hervor: 

Satz V. ,Jeder kanonischen Darstellung einer 
Substitution S korrespondiert eine solche für die 
zugehôrige Bilinearform f(4,u): hierbei kann man 
sich entweder die Form f als vorgelegt denken, 
und die darstellenden Elementenpaare der Bedin- 
gung f(2,u)—0 gemäB gewählt, oder aber umge- 
kehrt diese Paare beliebig angenommen und die 
Form f dadureh bedingt.‘ 

SchlieBlich ziehe man noch die zu zwei Bilinearformen 

AU) 01100, 4) (18) one quadratischen ,,Doppel- 
TU PET f(, À), fQ, À) heran: 


[(G, À ati, 
En b, + bi 
AG, =ar+21 EME 


und frage nach dem Zusammenhange zwischen deren Diskri- 
minanten À, À, und ihrer bilinearen Invariante H mit den 
zu den Bilinearformen fU, n), f(Ü, u) gehôrigen Deter- 
minanten D, D, (27), deren bilinearen Invariante H (27) und 
den beiden Linearansdrücken Ô—Db —b, à, —b{ —b, (21). 
Man erhält sofort: 


2 02 
(47) uen ee 
Ô, 
(48) HE Re 
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Die Bildung Ô resp. à, (21) heiBt ,,die lineare In- 
variante‘ der Bilinearform f resp. f, ; überihre Invarianten- 
natur vgl. $ 9. 

Aufgabe 1. Die Formel (III) des Textes läBt fol- 
gende Ausdehnung zu. Die allgemeine lineare achtgliedrige 
Gruppe in zwei nicht homogenen Variabeln +, y wird dar- 
gestellt durch: 


, aæz+by+k : cæ + dy+li 
@) += DEA AT (peser te RER 
ex+iy +9 eœ+fy+9 
Es bezeichne Z(x,y) —Z den gemeinsamen Nenner, so 
| TL Yi 1 | 
daB Z(x;, y) = Z; usf., und 4,3, die Determinante 2 y 1 
| Yi 1] 


(s. die Aufgabe 9b zu $ 5), D die Determinante der neun 
Substitutionskoeffizienten, so gilt für die transformierte 
Bildung 4/,, die Identität: 


D 
(Le) Au — À 


ikl 7, CA F7 î) 

so daB wiederum 4,4, als relative Invariante in erweitertem 
Sinne erscheint. Eine entsprechende Formel besteht für 
n Variable. 

Setzt man dagegen die Gruppe in homogene Ge- 
stalt um, so wird /A;y;... zu einer relativen Invariante 
in gewôühnlichem Sinne, insofern 4/,,...— DA;yy... Die 
letztere Formel ist nur ein anderer Ausdruck für das Multi- 
plikationstheorem der n-reihigen Determinanten. 

Aufgabe 2. Die Formel (1’) ist anzuwenden, um 
zwei charakteristische absolute Invarianten J,, J, der all- 
gemeinen projektiven Gruppe (1) in +, y zu ermitteln. Ent- 
spricht der Index O dem Wertepaare (x, y), so wird: 


ts Aoir Aovm 
ER CN 
Aoit Aokm 


und J, geht daraus hervor, wenn man den Index 0 mit 
irgend einem der vier übrigen vertauscht. Da +4,;, den 
Inhalt des durch die drei Punkte (&, y), (æ;, Yi), (æx, Yx) 
gebildeten Dreiecks. angibt, so führt der Ausdruck (a) den 
Namen ,,Dreiecksdoppelverhältnis*. Dieser Ausdruck läBt 
sich auch deuten als das Doppelverhältnis der vier Strahlen, 


(a) J; 
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die den Punkt (x, y) mit den vier übrigen verbinden; die 
absolute Invarianz von J, wird damit geometrisch un- 
mittelbar ersichtlich. 

Aufgabe 3. Man spezialisiere die Gruppe (1) einmal 
dahin, daB die unendlich ferne Gerade g, (und damit auch 
zwei gewisse Punkte auf ihr) invariant bleibt, das andere 
Mal (dualistisch) dahin, daB der Nullpunkt O invariant 
bleibt. Dann entstehen die beiden sechsgliedrigen Gruppen: 


(29 x’'=ax+by+xk, y =cx + dy +l; 
; aæ+by ’ cæ + dy 

2b D = ————< , > : 

en 6 ex +fy+1 ÿ eæ+fy+li 


Nimmt man in ersterem Falle für (x, Yo)» (%m» Ym) ie 
beiden sich selbst entsprechenden Punkte auf gx, $0 re- 


Aoin re ré 
duziert sich der Quotient °/”* auf die Einheit; wählt 


Okm 

man in letzterem Falle (x,,7,) als Nullpunkt, so reduziert 
sich Aoiz auf dy = | | (s. Aufgabe 5 zu $ 6). Damit 

VE) TK 
ergeben sich für beide Fälle die Invarianten: 

Aoix Aoit 
(2a) SRE To et: 

Ù À Age Art 

dix dy û dix din 
2b Ji, = -—— Je 
FD l  didim | : dir den ” 


was sich auch direkt aus den Gruppen (2a), (2b) ableiten läBt. 
Legt man überdies den Gruppen (2a), (2b) die Be- 
schränkung ad — be — 1 auf, so gehen die beiden Gruppen 
in zwei fünfgliedrige über, für die noch jeder Dreiecksinhalt 
(und damit überhaupt jeder Flächeninhalt der Ebene) in- 
variant bleibt. Nunmebr treten noch die weiteren Reduk- 
tionen ein: 
(3a) Ji — Ai, Ja = Aox: ; 
(3b) Ji = dix; Ja = dir. 
Die Formel (a) ist ebenfalls auf n Variable übertrag- : 
bar. Man hat 7. B. im Faille n — 3 das ,,Tetraederdoppel- 
dix Loi tm 


verhältnis* J, — 


= , aus dem sich zwei weitere ab- 
Aorse Aoim 
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solute Invarianten der bezüglichen Gruppe ergeben, wenn 
man Z. B. 1 mit à resp. k vertauscht. Und entsprechend 
allgemein. J, stellt auch das Dv. der vier Ebenen dar, 
die die Gerade O1 mit den vier übrigen Punkten ver- 
binden, usf. 

Desgleichen treten die den Fällen (2a), (2b), (3a), (3b) 
analogen Verallgemeinerungen ein. 

Von der Formel (a) läBt sich eine Anwendung machen 
auf den in Aufgabe 2 zu $ 4 dargestellten Kegelschnitt ©, , 
æ:y:1—=f({):æ0):h(4). Es ergibt sich, daB das Dv. 
der vier Strahlen, die einen beliebigen Punkt (1) der €, 
mit vier festen Punkten (4, À , À , À) der C, verbinden, 
konstant ist, nämlich gleich dem Dv. (4 4 4 4); analog 
gilt das Dualistische (Projektive Erzeugung der C;). 

Entsprechend ist bei einer kubischen Raumkurve m , 
œ:y:2:1 = f:() :93(0) : (À) : % 4) das Dv. der vier Ebenen, 
die irgend eine Sehne der 9, mit vier festen Punkten 
(A, d, À, À) der œ., verbinden, wiederum konstant, gleich 
dem Dv. (4, À À, 4,), und analog dualistisch. 

Entsprechendes gilt für eine Kurve n-ter Ordnung im 
Raume von n Dimensionen. 

Aufgabe 4 Die im Texte entwickelten kanonischen 
Gestalten der bilinearen Relation (I1’) nebst den bezüg- 
lichen Bedingungen sind auf die bilineare Form (18) zu 
übertragen. 

Aufgabe 5. In der linearen Substitution (1) 3°= ———"— 


seien Variable und Koeffizienten komplexe GrôBen. Deutet 
man, wie in $ 1, Aufgabe 2, +’ und & als Punkte der Ebene, 
so stellt (I) eine (quadratische) Punktverwandtschaft dar, 
bei der jedem Kreise wieder ein Kreis entspricht (Môbius- 
sche Kreisverwandtschaft). Gibt ein horizontaler Strich je 
die konjugiert-komplexe GrôBe an, so läBt sich die Gleichung 
eines Kreises in die Gestalt setzen: az2+be+bz+e—0, 
wo a, c reell sind. GemäB Formel (III) des Textes ist 
/ / 
lim “ — = lim * . , WO der GrenzprozeB so zu voll- 
14 À (ER k 
ziehen ist, da die Punkte 2;, +; dem Punkte + in irgend 
einer Weise beliebig nahe rücken (und damit von selbst 
die Punkte 2/, 2; dem Punkte z’). Daraus folgt, daB so- 
wohl das Verhältnis zweier von + ausgehenden Linien- 
L 
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elemente vermôüge der Substitution (1) ungeändert bleibt, 
wie auch der Winkel, den beide einschlieBen. In diesem 
Sinne stellt (1) eine ,,konforme‘* Abbildung der Ebene dar. 

Den besonderen, im Texte (s. auch $ 5) behandelten 
Fällen von (1) entsprechen vielgebrauchte Verwandtschaften 
der Ebene resp. Gruppen von solchen. 

So stellt die reziproke Substitution (XIV) 22° —k, 
wo k reell, die ,,Inversion‘‘ der Ebene, oder die ,,Trans- 
formation durch reziproke Radien‘‘ r,r’ in bezug auf den 
Nullpunkt © dar (rr’—%), verbunden mit einer Spiege- 
lung an der æ-Achse, womit zugleich eine Umlegung der 
Winkel verknüpft ist; die Inversion für sich allein wird 
durch 22° = k repräsentiert. 

Sodann führen die Fälle (VIII), (IX), (XI) zu folgenden 
reellen projektiven Gruppen der Ebene. Die jeweils charak- 
teristischen beiden absoluten Invarianten sind wiederum 
(wie in den Aufgaben zu $ 5) mit J, und J, bezeichnet. 


(VII) g =r+k: (k — a +ib) 

Zweigliedrige Gruppe der Schiebungen (Translationen) 
æ'=æ+a, y =y+D, 

Mit J,—=%—%,, J, —y —Y,. Jeder Punkt auf g. bleibt 

invariant. « 

(IX) RD, 

Hier sei zunächst « reell, = m, also z — m2, so entsteht 

dieeingliedrige Gruppe der Streckungen*) vom Nullpunkt aus: 


(IX a) d'=mMmz, Y=MY, 
PERTE À _— .. Der Nullpunkt sowie jeder Punkt auf 
E É 


dl 
gx bleibt invariant. 
Andererseits sei der absolute Betrag von «x gleich 1: 
ax = &? — cosy +ising; also 7 —e”z, so entsteht die 
eingliedrige Gruppe der Drehungen um O: 


(Xb) æx'—æcosp—ysinp, Yy’—æsing + ycosy, 

*) Bei negativem " ist die bezügliche Streckung noch zu kora- 
binieren mit einer Spiegelung in bezug auf den Anfangspunkt ©. 
Der Kürze halber umfasse das Wort ,,Streckung‘“ in diesem Faille 
beide Operationen. 
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J=2ty —2y, J2=2M+YY,; irgend eine von beiden 
Invarianten ist auch ersetzbar durch J*—4x?+y?. In- 
variant bleiben g., 0 , sowie auf g. die beiden sogenannten 


,Kreispunkte‘* be +1, und jeder Kreis mit dem Mittel- 
æ 
punkte O. Die Gruppe (IXb) ist projektiv gleichwertig 
mit der in (1) $. 56 unter den Aufgaben zu $ 5 aufgefübr- 
ten: æ—ax,y —a*y, wenn man der willkürlichen Kon- 
stanten x den Wert —1 gibt*). An die Stelle der beiden 
Kreispunkte treten dann die Punkte U,, U, auf gs. 
Nunmehr sei « eine beliebige komplexe GrôBe, x — me'7: 
æ = MCOSPX — MSiNPY ; 
(IX): 2° —=m e 72 "oder ; À SE Fe 
Y = MSNYPE + M COSPY. 
Dies ist die zweigliedrige Gruppe der ,,Drehstreckungen‘ 
bez. O, d. h. der aus den Drehungen um © und den S$trek- 
kungen von O aus zusammengesetzten Operationen; mit 


LY — M1 T'Y — LY : k 
PU ER ER 2, wo irgend eine der- 
DE + YU: DL À Y Ya 
a? + ÿ? 
selben ersetzbar ist durch J*=— —— . 
di + Yi 


Invariant sind g<, O und die beiden Kreispunkte 
AUÊ Yo: 

Führt man vermôge einer (imaginären) Kollineation die 
beiden Kreispunkte über in die unendlich fernen Punkte 
U,;, U, der beiden Achsen, so wird die Gruppe (IX) pro- 


jektiv gleichwertig mit: à’ —=max, y —=ny mit J, — ns , 

Je 
ALT | 

(VIII) '=xrtk. 


Man hat hier dieselben drei Fälle zu unterscheiden, 
wie bei (IX). 


(VIII a) a reel =m: 2=mMme+k, (k — à +3b) 
*) Umgekehrt entspricht jener Gruppe (1) bei beliebiger Kon- 
stanten x die Gruppe der erweiterten Drehungen (,Drehstrek- 
kungen“): 

ad =x:MmCosp —y-mMmsiny, y/—x-msinp +y-mcosp, 
wo m— ep, und Bf — & +1. 
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d.i. die dreigliedrige Gruppe: 
d'=ma+a, y =my+b 
[siehe die Gruppe (9a) in den Auigaben zu $ 5] mit 
œ — æ; 


Ji=——— , Je — 7%, Jeder Punkt auf ÿJ bleibt 
T — Le æ — % 


invariant. Die Schiebungen der Ebene sind kombiniert 
mit der Ânderung des MaBistabes. 


(VIII D) RMC = etre, 
d.i. die dreigliedrige Gruppe: 
æ=æCosp —ysing +a, y —xsing + ycosp +b, 
D =(@— 2) (y — y) —(@ — 2) (y — y) = dos 
Ji= (@— 2) (& — 2) + (y — y) (y — y) - 


Invariant bleiben auf gx die beiden Kreispunkte. 
AuBer einer Schiebung wird jede Strecke um den Winkel 
gegen die positive Richtung der x-Achse gedreht. 


(VIII) Ame ei mers, 

d. i. die viergliedrige Gruppe der projektiven Âhnlichkeits- 
transformationen : 

x'=meospr—msinpy+a, y =mMmsSinpx+meospy+b, 


(x — æ) (y — Ye) — (x — 2) (y mi) 


mit J, — , Woraus sich 
(@ — 2) (& — &+) — (y — y) (y si Y2) 
J, durch Vertauschung von (>, Y2) mit (Ca , V3) ergibt. 
Statt J, dient auch J* — ie te. C7) : . Invariant 
(@ — x)? + (y — y) , 


bleiben die beiden Kreispunkte auf gg. 
Verlegt man dieselben wiederum in die Punkte U,, U,, 
so entsteht die mit (VIII) projektiv gleichwertige Gruppe: 


x =mrta, y =ny+b, 
mit i 


PR me Nu 


2 


CRUE Dal 


Die Gruppe (VIII) entsteht durch Zusammensetzung 
der Schiebungen, Streckungen, Drehungen und der Spiege- 
lungen in bezug auf O. 
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Aufgabe 6. Deutet man einen (reellen) Wert 2 als 
einen Punkt À der C,, æ:y:1—/?:1:1, so stellt eine 
Substitution (T) 2° — ET (bei reellen æ, f, y, Ô) eine 
_ (reelle) projektive He auf der C, dar. Die Ver- 
bindungsgeraden entsprechender Punkte (1, 1”) umhüllen 
eine zweite C,, die die erste an zwei Stellen (4,2) be 
rührt; À, 2 sind die Doppelelemente von (1). 

Ist die projektive Beziehung (I) insbesondere eine in- 
volutorische, so artet der zweite Kegelschnitt in einen 
(doppeltzählenden) Punkt aus. 

Repräsentiert man analog eine Involution auf der 
kubischen Raumkurve x:y:2:1—4:2?:1:1, so bilden 
die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte (1, À’) die 
eine Regelschar einer, der Kurve umbeschriebenen Fläche 
2. Klasse; die Gesamtheit dieser Flächen ist damit der 
Gesamtheit der Involutionen eineindeutig zugeordnet. 

Entsprechend gilt in Ebene und Raum das Dualistische. 


$ & Das Doppelverhältnis. 
: à : ul 
In $ 3 trat bereits das zweier Werte 0, 5 fähige 


Doppelverhältnis (,,Dv.‘) zweier Werte (x, æ), (4, &o) 
auf. Im Anschluf an den Satz II des $ 7 betrachte man 
jetzt allgemeiner, bei Zugrundelegung von vier gleich- 
berechtigten Elementen À, à, À, 1,, als deren Doppel- 
verhältnis*) (,,Dv.®) 8 — (1 23 4) den der natürlichen An- 
ordnung (Permutation) der vier Indizes entsprechenden 
Ausdruck : 


(1) Ô—(1234) — sn) tn) 


Len EN 


Hier geht der Nenner aus dem Zähler durch Vertauschung 
der beiden ,,mittleren‘* Elemente À , À, hervor. In $ 3 
wurde bewiesen, daB Ô0—(1234) bee tnt cn 


(2143) (3412) — (4321), andererseits = = (1324) mit 
(2413)—(3142)=(4231). Nach der Le 


EL Vielfach ist auch der Ausdruck ,,anharmonisches Verhält- 


“ im Gebrauch. 


nis 
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des $ 3 war 0 — (123 4) das Dv. der beiden Paare (14, , 1,), 
(2; À). Da sich aber vier Elemente auf drei verschiedene 
Arten in zwei Paare trennen lassen, so fallen die 2 4, den 24 
Permutationen der Indizes 1, 2, 3, 4 korrespondierenden 
Werte des Dv. zu je vieren zusammen, und von den sechs 
verbleibenden im ailgemeinen verschiedenen Werten, sind 
dreimal zwei zueinander reziprok. 

GemäB der obigen Regel für je vier gleiche Werte 
der Dv. darf man irgend ein Element, z. B. das erste À, 
an seiner Stelle festhalten und sich auf die sechs Permu- 
tationen der drei übrigen beschränken, wobei stets (14% 1) 
-(1Kil) = 1. 

FaBt man einmal die drei ,,positiven‘* Permutationen 
234, 342, 423 zusammen, andererseits die drei ,,nega- 
tiven‘ 324,432, 243, so liefern die letzteren der Reihe 
nach drei Dv., die reziprok sind zu den drei Dv., die zu 
den drei ersteren gehôüren. 

Man führe ferner den Begriff der zyklischen Folge 
von vier Elementen ein. Man sagt, die drei Permutationen 
1234, 1342, 1423 seien in ,,zyklischer“ Folge ge- 
nommen, wenn diese vier Ælemente, auch bei Über- 
springung von einem oder zweien, stets in demselben 
,Sinne“ 12341234 durchlanfen werden. Dann ent- 
spricht den positiven Permutationen 234, 342, 4253 der 
Indizes 2, 3, 4 gerade die soeben angegebene zyklische 
Folge und den drei negativen 243, 432, 324 die zweite 
durch 1243 bestimmte zyklische Folge. 

In $ 3 waren bereits Zähler und Nenner von Ô als 
selbständige GrôBen eingeführt; entsprechend bilde man 
jetzt die drei der zyklischen Folge 1234, 1342, 1423 
. Zugeordneten gleichberechtigten Differenzenprodukte: 


(I) Le — (à Se À) (GE RE on) , P3,4 =— (A F À3) (A4 re À) ) 
Pi4,23 = (li — À) (ls — À) . 

Addiert man, so zerstôüren sich, wie schon unter (24) 
in $ 7 angegeben, je zwei der sechs Produkte +-/;4;, und 
es resultiert die grundlegende Identität: 

(IT I) P,9,31 Lu P,3,49 je P\u,25 0 
_. Die Division mit P:5,4 liefert die Relation: 
(1) (1492)=1—(1234) = 1—56. 
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Wendet man die Regel abermals auf (13 42) — - 


1 NS 
an, so ergibt sich (1243) =1 TRS: also 
1—0 Lt fi 
(1423) = — su 
Damit sind die sechs verschiedenen Werte des Dv. (1) 
erschôpft und — bei festgehaltenem ersten Element — 
repräsentiert durch die Tabelle: 
ji 
1 
10 da), — ÿ=(1432), 
(IV) ape (13 42) 1-0—(1439) 
1 = &) Ô : 
Re 23 —— = (1243). 
5 GAS) DE (22256) 


Hier stehen links die positiven Permutationen der 
drei Elemente 2, 3, 4, rechts die negativen; die Anord- 
nung der Tabelle entspricht zugleich der Trennung der 
vier Elemente 1, 2, 3, 4 in die drei Paare (12) (3 4), 
(13) (42), (14) (23). 

Da unter den sechs in (IV) vorkommenden Permu- 
tationen der Elemente 2, 3, 4 die Ausgangspermutation 
beliebig auswählbar ist, so muB man auch, wenn das zu- 
gehôrige Dv. wieder mit à bezeichnet wird, durch die 
übrigen fünf Permutationen wieder zu den fünf übrigen 
Werten (IV) des Dv. gelangen. Konstruiert man also die 
sechs Substitutionen : 


| 1—0, 1=:, NE 
€ 
() | nl 1 ue — Ô 1 ds =; 
lo er de UE 


so fübhrt die Zusammensetzung irgend zweier derselben 
stets wieder zu einer der Substitutionen (2), d. h. diese 
bilden eine Gruppe. 
Somit gilt: 
Satz I. ,,Unterwirft man das Dv. 0 — (1234) 
CA TE) | 
RE EP E) den 24 Permutationen der In- 


dizes 1, 2, 3, 4, so fallen von den 24 zugeord- 
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neten Werten des Dv. je vier zusammen, indem 
stets für irgend eine Permutation kim 


(kim) = (kiml) = (imik) = (milki) 


: wird Die verbleibenden sechs verschiedenen 
Werte des Dv. werden durch die Tabelle (IV) an- 
gegeben und stellen die Dv. der drei Paare 


(A À) (4 2) ? (A À3) (4 À); (à À) ( À3) 


dar. FaBt man à als eine Variabeln auf und setzt 
der Reiïhe nach die sechs Werte des Dv. gleich 
einer zweiten VariabelnÀ, so ergibt sich eine 
Gruppe(2) von sechs linearen Substitutionen von 1. 

In $ 3 traten bereits partikuläre Werte des Dv. auf, 
z. B. —1, +1, O0, æ, für die von den sechs Werten (IV) 
einige zusammenfielen. 

Um alle derartigen Fälle zu erschôpfen, genügt es, 
da die sechs Werte (IV) des Dv. gleichberechtigt sind, 
den ersten, à, je einem der übrigen gleichzusetzen. Man 
erkennt leicht, daB nur drei Hauptfälle môglich sind. 

Entweder nimmt à im besonderen einen der drei 
Werte O0, 1, œ an, dann fallen die sechs Werte (IV) zu 
je zweien zusammen, und zwar eben in jene drei Werte. 
Das Entsprechende gilt für die drei Werte —1, 2, 4 von 0. 
Die Einzelheiten lese man aus den beiden Tabellen ab: 


iii) TR. 1—8 
guy SR ete à Ô 
(3) | L | 1 0 00 co 0 
0 | 1 1 0 œw 
et ( œ | O0 1 1 
bei 1 0 nt, 
SRI EURE 
(4) ue, NN OS 
1, + | —1 | —1 9 1 
on 1 D er 1 


. L 
Der dritte Hauptfall tritt ein, wenn etwa 0 — Fier 
gesetzt wird, d. i. 


(5) 826 + 1—0; 
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1—0Ô 3 
dann ist zugleich 0 — AT andererseits fallen auch 
(s 
die drei reziproken Werte zusanmen. 
Bezeichnet man die beiden (komplexen) Wurzeln von (5) 


mit 7; %, SO daB: 


Le ii Te 
(6) e VAE | 3 


Et ee . 


Mo 2 


so wird die Verteilung von 7,, 7 auf die sechs Werte 
(IV) durch die Tabelle erläutert: 


At | Héron ETS 

() den ra es TT SU 
mn | LE | Me | M | M |  " 
À 19 | 1/1 | 1 | Mo | M | ne 


Im Falle (4) heiBt das Dv. ein ,harmonisches*, in 
Übereinstimmung mit $ 3, im Falle (7) ein ,äqui- 
anharmonisches‘. Man hat demnach den 

Satz II. ,,Von den sechs Werten (IV) eines Dv. 
kônnen im besonderen nur auf drei wesentlich 
verschiedene Arten zwei zusammenfallen. Ent- 
weder ist irgend ein Ausgangswert gleich 1, 0, , 
oder aber gleich —1, 2, &, dann fallen beidemal 
je zwei der sechs Werte (IV) des Dv. zusammen 
und zwar in eben jene drei Werte. Oder endlich 
ist irgendein Ausgangswert eine Wurzel 7, oder % 
der Gleichung d9—0+1—0, dann fallen je drei 
Werte (IV) des Dv. zusammen, und zwar in eben 
jene beiden Werte.‘ 


Man mag die drei Tabellen (3), (4), (7) durch eine 
weitere vervollständigen, die jeweils die Wurzeln der 
quadratischen Gleichung erkennen läBt, die durch Gleich- 
setzen irgend zweier der sechs Werte (IV) entsteht. Um 
dabei den Wert © deutlicher hervortreten zu lassen, mache 
man jeden der sechs Brüche (IV) homogen, indem man 
sh statt Ô schreibt. Dann ergeben sich für die Diffe- 


Le 


renzen je zweier der sechs Werte (IV) die Relationen: 
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| 
€ Ô € + Ô 
hs Ô € = ni) _ É = Ô 
| E — Ô 20 — € 
A — 
| RE PR nt AN CEE 
Ô € € Ô EÔ 
(8) | 
| ONE ET: MO) 
| | —Ô Ee — Ô € € e(2 À — 6) 
| Re Ô Er O(Ô — 6) 
| £ 0) 0 Ô DA EE 
| ER CT Pie ne 
Fa 0 £ > 6 D — dei 
D ne he 
| € Ô € EC) OO EE 
ST er) DONNE ET) 


Die drei Hauptfälle des Satzes II bedürfen einer 
uäheren Diskussion. Im ersten Falle nimmt das Dv. à 
(den Wert Onan, für 4 —1, oder. À =, , den Wert. oo 
2, oder —7,, den Wert l'für =, odér 
2e 

Satz III. ,,Das Dv. nimmt dann und nur dann 
einen der drei Werte O0, 1, œ an, wenn irgend 
zwei der vier Elemente des Dv. zusammenfallen.* 

Dieser Satz erleidet aber eine Ausnahme, wenn nicht 
nur zwei, sondern drei der vier Elemente zusammenrücken. 
Man setze ebwa À = À +e, L = À +n, So nimmt à die 
Gestalt an: 


(9) Be (1 “| Le 


LäBt man nunmehr e und y zugleich gegen Null koa- 
vergieren, jedoch so, daB m—oe, wo o ein beliebig ge- 


112 Quadratische und bilineare Formen. 


wäblter Wert ist, so konvergiert à, für À, + 2,, gegen den 
Wert 1 —o. Dies ändert sich nicht wesentlich, wenn auch 
noch À, und 4, zusammenrücken. Für À, — À, —C geht 
der Ausdruck (9) für Ô über in: 


(10) | je fi 2) il 


€ 


Ve Pl 
s 

Konvergieren &, 7, & zugleich gegen Null derart, daf 
n—=0e, m—06, wo auch © beliebig sei, so konvergiert 
ù gegen 1 . Damit erfährt Satz III die Ergänzung: 

Satz III. ,Satz III gilt im allgemeinen nur 
in dem Sinne, daB nicht mehr als zwei Elemente 
zusammenfallen. Rüken drei oder auch alle vier 
Elemente zusammen, so kann hinsichtlich der Art 
des Zusammenrückens stets so verfügt werden, 
daB das Dv. jeden beliebig vorgegebenen Wert 
erhält. 

Dagegen bleibt Satz III offenbar dann erhalten, wenn 
sich die vier Elemente in zwei Paare von gleichen Ele- 
menten zerlegen, z. B. À, — À, À, — À,, und wenn über- 
dies À, + 4 bleibt. 

Der zweite Hauptfall des Satzes II, das harmonische 
Dv., ist schon in $ 3 nach verschiedenen Richtungen 
untersucht worden, insbesondere auch hinsichtlich der da- 
bei auftretenden Realitätsverhältnisse. Von den drei Wer- 
ten —1, 2, & eines harmonischen Dv. (I) ist der erste, 
für die Anwendungen bequemste dadurch charakterisiert, 
daf dann, in der Sprechweise des $ 3, das Paar der 
auBeren‘* Elemente (4,, À) harmonisch ist zu dem der. 
vinneren‘ Elemente (1, , À). 

Sind drei ungleiche Elemente À, À, À beliebig vor- 
gegeben, so läBt sich auf dreierlei Weisen ein zu ihnen 
harmonisches viertes Element À bestimmen. Denn man 
kann von den À, 4, À, irgend ein Paar, z. B. (4, À), 
berausgreifen und dann so wählen, daB die beiden Paare 
(4; à), (4, À) harmonische werden. Demnach hängt À von 
einer kubischen Gleichung ab, die in unentwickelter Form 
lautet : 
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| [A — À) (3 — 2) + (A — 45) (le — À] 
(V) | [2 — À) (i — 2) + ( — à) (4 — À) 
À - [43 — À) ( — À) + (3 — À) A —41)]=0. 
Um mit harmonischen Paaren bequem operieren zu 
kôünnen, werde ein Satz über eine kanonische Gestaltung 
des Dv. eingeschaltet. Legt man den Elementen eines 


Paares, etwa des inneren oder auch des äuBeren, die 
Werte 0,"co1\bei,.z. B.4 —0, Z — ©, s0 nimmt das Dy. 


den Wert Let an : 
on 
(Bi, 0,,4)=(4,©,0,4)—(0,4,4, co) 
D 
FA nue. 
li 


und dieser Wert reduziert sich für À, — 1 auf das Ele- 
ment À, selbst: 

(12) RE Del; 0,2) 

—)(0, À, 1e 0) — (0, Le A: 0). 


Damit erhält man den u. a. für die projektive Geo- 
metrie grundlegenden Satz: 

Satz IV. ,,Das Verhältnis zweier Werte läft 
sich auffassen als das aus diesem Paare und dem 
Paare (0, æ) gebildete Dv.; insbesondere erscheint 
ein beliebiger Wert À als Dv. des Paares (1, 1) und 
des Paares (0, co) . 

Soll daher das Dv. der Paare (1, u) und (0, æ) ein 
harmonisches sein, so ergibt sich dafür die in der Geo- 
metrie viel gebrauchte Bedingung: 

(13) 1+u—0. 

Wir kommen zum dritten Falle des Satzes II, dem 
äâquianharmonischen Dv. Denkt man sich wiederum drei 
(ungleiche) Elemente 2, À , À beliebig gegeben, so erhält 
man für ein viertes, mit jenen ein äquianharmonisches 
Dv. bildendes Element, gemäB (5) zwei Werte, 2, 1”, die 
Wüurzeln der Gleichung: 

(14) [Gi — 2) (3 — 2) — [A — de) (3 — 2) + (A — 3) (2 — 2) 
+ [A — À) (e — AP = 0. 


Meyer, Allgemeine Formen- und Invariantentheorie I. . 8 
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Sind andererseits zwei Paare (4, À), (4, 4) als Wur-: 
zeln zweier quadratischer Formen f(1), g(4) gegeben, so 
läBt sich die Bedingung dafür, daB das Dv. beider Paare 
ein äquianharmonisches sei, durch Invarianten von f 
und g ausdrücken. Sind D;, D, die Diskriminanten von f 
und g, H deren bilineare Invariante, À ihre Resultante, 
so galt nach $ 3 (12) für die Summe der beiden zueinander 
reziproken Werte des Dv. beider Paare (424), (4 Li): 


—2 (2H?+ ER) 


(15) CPE R 
und zwischen H, R, D;-D, bestand die Relation (S 5, V): 
(16) H'+R—=4D;D,. 


Da das Dv. nach (5) ein äquianharmonisches nur 
für 0, + d, — 1 wird, ergibt sich die gesuchte Bedingung 
in irgend einer der drei Gestalten: 


ID 4H SR =0, R=16D;D,,  HÆ=1°D,D: 


Indem wir zu (14) zurückkehren, fragen wir nach 
dem Realitätszusammenhange zwischen dem Tripel (4, à À) 
und den beiden Wurzeln À, ?’ von (14). 

Sind alle drei Elemente 4, À, À reell, so verlege 
man dieselben auf Grund des Satzes II des $ 7, vermôüge 


der reellen Substitution w — Le A) @ — hs) s 

(À — À) (1 — 45) 
0,,1. Dann werden nach Satz IV die beiden äqui- 
anharmonischen Dv. (4, 2, 4, À) und (4, À , À, 4’) mit 
À resp. 2” selbst identisch, und sind die Wurzeln von (5), 
also konjugiert komplex. 

Sind andererseits von den drei Elementen À, à, à 
eines, etwa 2,, reell, die beiden anderen konjugiert kom- 
plex, so verlege man, vermüge der reellen *) Substitution 
pente =) ( — 3) die À, À. 4 in die S 
Er D Ge e À; 4, À in die Stellen 


in die Stellen 


i, —i, 0, so reduziert sich das Dv. (4, À , À, , 2), wenn 


*)Atn peut Hg nimmt die Substitution die Gestalt 
ine 13) 


@—71)(a—1) +0" 


an: u — 


Doppelverhältnis. 115 
à - ER 
man wieder À statt « schreibt, auf nn . Soll dieses 
, 0 
ein äquianharmonisches sein, so liefert (5) für À, 4’ die 
Gleichung: 


(18) A—iP+(—-i)(+i+(+i)=32—1—0, 


deren Wurzeln die reellen Werte + ee besitzen. Damit 
ist bewiesen: 3 

Satz V. ,,Die beiden Werte 2, À’, deren jeder 
mit drei gegebenen Elementen ein äquianharmo- 
nisches Dv. bestimmt, sind konjugiert komplex 
oder aber reell, je nachdem alle drei Elemente 
reell sind, oder aber nur eines reell, die beiden 
andern konjugiert komplex.‘ 

Der Begriff des (zweiwertigen) Dv. (1) zweier Paare 
(A, À), (À, 4) führt noch zu einer andern bemerkens- 
werten Eigenschaft. Es werde das eine, etwa das äuBere, 
jetzt mit (x,,x,) bezeichnete Paar festgehalten, während 
das andere variiere; man setze für das letztere einmal 
zwei Werte (£,7), das andere Mal die Werte (7, é). 
Dieser Festsetzung môgen die Bezeichnungen De:,, D,: 
entsprechen : 


(19) Dry = (&, Ë, n, %&), D,:=(t,n,6, a). 
Dann entsteht durch Multiplikation: 
(20) De, De = Dre. 


Nach Satz III ist D::— 1, also ist in (20) als be- 
sonderer Fall die bereits in $ 3 (10) aufgestellte Relation 
enthalten: 


(20°) DEPDRED;= T1 


Um die in (20), (20’) auftretenden Multiplikationen 
auf Additionen zurückzuführen, führe man den auf eine 
feste Basis, etwa die Basis e der natürlichen Logarithmen, 
bezogenen Logarithmus ! eines Dv. D:, als selbständige 
Funktion Z(£, y) zweier Variabeln &, 7 ein: 


(21) 1D:, = E(E, ñ) - 
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Dann vereinfachen sich (20), (20°) z 
Lie E(n, 6) = EE, à), 
E(Ë, 7) = —EÆE(n, 6), E(£, ë) — 


Genau dieselben Regeln gelten aber für die ,,Diffe- 
renzfunktion‘ [Ë, |: 


(VI) 


(22) ÉPrErSEE 
nämlich : 

L [£, 7] + (nm, ‘|; 
QE ) le , ñ] FA 100 él; [é , ë] — @> 


auf denen das Rechnen mit Differenzen in der elemen- 
taren Arithmetik beruht. Somit gilt: 


Satz VI. ,Faft man im Dv. (x, £, n.*) zweier 
Paare (x, 2), (£, n) das eine, etwa (x, æ), als fest 
auf, das andere, (£, 7), als variabel, und bezeich- 
net in diesem Sinne das Dv. mit D:,, so besitzt 
der auf eine beliebig, aber fest gewählte Basis be- 
zogene Logarithmus 1 De, — E(£,7) die charakte- 
ristischen Eigenschaften der Differenz 7—Ë£—|[#, 7]. 

Dieser Satz kann als Grundlage der ,,nichteuklidischen 
Geometrie‘* dienen, wo die Funktion Z(Ë, 7) verwendet 
wird, um den euklidischen Begriff der Entfernung resp. 
des Winkels zu verallgemeinern. 

Zum Schlusse sei auf eine bemerkenswerte Beziehung 
der sechs Werte (IV) eines Dv. zu den sechs Grundfunk- 
tionen der elementaren Trigonometrie hingewiesen. Setzt 
man Ô (1) etwa gleich sin?«, so folgt: 


DS, 1—0— cos?«x, .. — —1g?, 

(23) 
>  . Les tg? 
ie CX, 1; — Sex, 7; - coboe 


Die Verbindung mit Satz (IV) liefert daher den: 


Satz VII ,,Die sechs Werte (IV) eines D. 
stimmen, abgesehen vom Vorzeichen, überein mit 
den Quadraten der sechs trigonometrischen Grund- 
funktionen. Umgekehrt erscheinen diese Quadrate, 
abgesehen vom Vorzeichen, als die sechs Werte 
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des Dv., das sin? (oder —tg?x) mit den Elemen- 
ten 0, co, 1 bildet.‘“ 

Die innere Bedeutung dieses Satzes tritt ebenfalls 
erst in der nichteuklidischen Geometrie zutage. 

Die Entwickelungen der $$S 5—8 gestatten die Aus- 
dehnung auf komplexe Variable und Koeffizienten. 

Aufgabe 1. Sind 4, À, 4, À, À, fünf beliebige 
Elemente, so besteht zwischen den drei Dv.: D,3—(4 À À 45), 
D, = (ds la Âs)s Dis = (Al À À) die Identität: 


(a) Ds3 Ds Di —1. 

Legt man die Elemente 4, 4, in die Stellen O0, æ, so 
à SERRE Lo 

nimmt (a) die einfache Gestalt an: 2. ."# =, 


Aufgabe 2. Es ist die Gleichung 6. Grades explizite 
zu entwickeln, deren Wurzeln die sechs Werte eines Dv. sind. 

Aufgabe 3. Die Gleichungen (V}), (14) des Textes 
für das harmonische resp. äquianharmonische Dv. sind zu 
entwickeln. Ferner ist zu zeigen, daf, wenn die ge- 
gebenen Elemente 4, %, À als Wurzeln der kubischen 
binären Form f = aa +3a.x?y +3axy? + ay ge- 
dacht werden, die beiden in Rede stehenden Gleichungen 
durch Nullsetzen der Kovarianten À und Q von f er- 
balten werden, wo 4 — las Lau und Q — | la Ly| ist. 

1e YY | 2 À 

(Vgl. die Aufgabe 3 zu $ 4, S. 35, sowie $ 4, S. 29.) 

Aufgabe 4. Sindz,%,2#,2, vier komplexe Grôben, 
die als vier Punkte einer Ebene gedeutet werden (s. die 
Aufgabe 4 zu $ 7), so ist das Dv. (2,2 2, 2,) dann und nur 
dann reell, wenn die vier Punkte auf einem Kreiïise liegen. 
Ist diese Bedingung erfüllt, so ist das Dv. dasselbe, wie 
das der vier Strahlen, die irgend einen Punkt des Kreises 
mit jenen vier festen Punkten des Kreises verbinden. 
Die Dv.-Relation (III) des Textes: 
(éi — 22) (es — 24) + (ei — 85) (ea — 2) + (a — 24) @ — 23) = 0 
deckt sich in diesem Falle geometrisch mit dem Ptole- 
mäischen Satze und seiner Umkehrung (s. auch Aufgabe 5 
Zu S 1). | 

Aufgabe 5. Denkt man sich zwei Raumpunkte 4, B 
in Tetraederkoordinaten a;, b; (i —1, 2, 3, 4) gegeben, so 
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hat ein beliebiger Punkt der Geraden À B die Koordinaten 
a; À +b;u. Man nennt die sechs GrôBen p;z = à; by — ax b; 
die (homogenen) Strahlenkoordinaten der Geraden; in der 
Tat äândern sich die p;, bei einer linearen Substitution der 
Parameter À, u (d.i. bei der Wahl neuer Grundpunkte) 
gemäB Satz V des $ 6 nur um einen und denselben Faktor. 
Zwischen den p;4 besteht die Relation (S. 92) p,2 Ps4 + Di3 Dao 
+ P14 Pos = 0 und keine weitere. Das Dv. der vier Punkte, 
in denen die Gerade die Ebenen des Koordinatentetraeders 


p Pi Psa 


tritft, wird dure angegeben, ebenso wie das Dv. 


13 P24 
der vier Ebenen, durch die die Gerade von den Ecken 


des Tetraeders aus projiziert wird. 


Kapitel III. 


Bilineare Formen. Differentialgleichungen der Invarianten 
bilinearer und quadratischer Formen. 


$ 9. Einfachste invariante Bildungen bilinearer Formen. 


Die bisher gelegentlich eingeführten, als invariante 
Bildungen  bilinearer Formen bezeichneten Ausdrücke 
sollen jetzt, nebst einigen anschlieBenden, auf ihre Jn- 
varianz hin genauer untersucht werden. Eine Bilinearform 
f1 = f zweïier unabhängiger Variabeln +, y werde in homo- 
gener Gestalt angesetzt, mit zwei Variabelnpaaren (x, , æ), 
(V1: Ya) : 

() ASE ou 00 Ma a 
+ Aer Lo V1 T A2o La Ya : 
Beide Variabelnpaare môgen gemäB $ 6 homogenen 


Substitutionen S unterworfen werden, und zwar vorderhand 
verschiedenen und voneinander unabhängigen (,,inkon- 


gruenten“, ,inkogredienten‘) eigentlichen Substitu- 
tionen S,, 8, : 
(Ca) Sy) D = Ah + Prés» 
D = 4 + déË, 
(@b) S,) Ya = Xs M + Ps M » 


Ya = Vo M + ds Ma » 
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mit den von Null verschiedenen Determinanten : 
(3) A = À — Bi Pis À3 = 3 d — Pa 


Stimmen im besonderen die Koeffizienten von S,, & 
je überein, so heifen die S,, $, ,kongruent‘ oder ,,ko- 
gredient‘. 

Vermôge (2) transformiert sich die Bilinearfarm f (1) 
in eine neue  — Qui — P(Ë1; 25 Mis M2): 

Plêis & 5 Ms Ne) = do Ë1 + Pa Ée) (de M + Pa Na) 
do (dE + PrËs) (Je M + Dana) + Go1 (7181 + OiÉs) (Oo M1 + Pa 2) 
+39 (18 + dis) (2 M + de Me) = d11 EM + Mio Éte  Oar a Mi 
+ Go É9 Ma » 


(4) 


Die neuen Koeffizienten x sind homogen und linear in 
den alten, a, von f, sowie bilinear in den Koeffizienten 


der S,, 8, (2): 

Xi = ii É1 Éa À Ayo Xi V2 TT Ver V1 Na À sa Vi Va 9 
(6) ya = dis À Pa À Os O1 Ve + Mas 1 Pa + G92 Yi de ; 

Goi = Ans Pi Ce + Aie Pi Va + Goi di Go + Goo À Va : 

Xoo = ii Pi Pa + Go Pi do + Gay Ài Pa + Age 1 da 
Demnach erfahren die Koeffizienten « von f vermôüge (2) 
ebenfalls eine ,,lineare Substitution‘‘, die man die durch (2) 
…sinduzierte‘ nennt. Man ordne die rechten Seiten 
von (5) nach den Koeffizienten von S; resp. S, : 
dir = Di (Gi Ve + Aya Ve) + V1 (es Xe + A29 V2) 

= 9 (dis Xi À os V1) + Ya (dio Xi + G2o V1) » 
io = Ai (dis Pa + io 0e) + V1 (Go Pa + A29 Ô2) 
= Ba (di Xi + Mes Pa) + Oo (A9 Xi + Qoa Yi) » 
as = Pi(dis X> + Go V2) + Os (do Go + Apo Va) 
= Go(dis Pi + es À) + Ye (dre Pi + Goo O1) ; 
9e — Pi (@i1 Pa + A9 de) (doi Pa + A29 da) 
dj) 


Æ 
sa 

+ à, 
(É — Po(is Pi + Go + do (do Br + Goo D) - 
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Die Formeln (5) sollen zuerst auf die , Determinante“ D, 
[S 7, (26)] von f: 


| 
A1 dos 


IMÉPNCPTE 


angewendet werden. Man erhält für die Determinante D, 
von @: 


CENT De Lo Pi NM + ds Var Go1e + Go Va 
(7) mn X12 V99 F Yi À A1 Pa + o de ax Pat Gas Ô 
1 Pi | | B [au Ai | 
1 Pa y à io A |’ 
also gemäB (3): 
(1) D, =4, 4, D; 


Die Determinante D; einer Bilinearform / erscheint so als 
eine ,,Invariante‘“ von f in ,erweitertem Sinne“, 
insofern sie sich nach Ausübung zweier inkongruenter S,, S, 
um das Produkt A, 4, von deren Determinanten ändert. 
Für kogrediente 8, — 8, = $S (4, = À, = À) reduziert sich 
der Faktor 4, 4 in (I) auf 4?, und damit der Begriff 
der Invariante auf den früher [S 6 (S. 75)] eingeführten. 

Für a, — &, spezialisiert sich f (1) zu der Polare 
[S 4 (13] fm, %;Y:,%) einer quadratischen Form 
Aix Li + 2 yo Li Lo + do dè, und zugleich die Identität (I) 
zu der 1. c. in (XIV) aufgestellten. Umgekehrt läBt sich 
der ProzeB der Polarenbildung auf bilineare Formen f (1) 
ausdehnen. Man bilde die partiellen Ableitungen von f 
nach den einzelnen Variabeln: 


ôa, = fa = du Yi + UoŸe 
of 
Das ln = did + CEA EN 
ah 

0a, = Las = dy Yi À oo Ye ; 
of 

= fin = Mg di À po Do + 
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Hieraus folgt zunächst wieder der ,,Eulersche Satz‘ 
für Formen f als Erweiterung von (IX) in $ 4: 


OT) fa tBfa = fn + Ysln = TG: 3 Yi Ve): 
Sodann erscheinen jetzt die Formeln (5’) in der Gestalt: 
a = F (3 V5 X9 > V2) ; sa —) (Üir ns Ps > Où): 
yo = A fa (Pe » Ôe) + V1 l'a (Ba > Ô8) 
(5”) = 4 fun (o » re EACARAE 
ar = Do fyllis À) + Yaly(Bir Ô 
= fi falOiar Va) À Où false » Ya) - 
Die rechte Seite von «x, heiBt die ,,Polare‘ der Form 
Fox, Y15 Xe > V2) bez. des Paares (, , y.) nach dem Paare 
(Bz, d), die identisch ist mit der Polare der Form 
f (Bis 03 Pas 0) bez. des Paares (8,, à) nach dem Paare 
%1 Y1); und entsprechend bei «:,. 

Die Identität (1) werde, gestützt auf $ 6, nach einer 
zweiten Methode hergeleitet, deren Monde um so mehr 
am Platze ist, je verwickelter die auf ihre Invarianz zu 
prüfenden Bildungen sind. 

Man setze die S,, S, (2) aus ,,Fundamentalsubstitu- 
tionen‘* zusammen; ändert sich bei jeder solchen der vor- 
gelegte Ausdruck stets um ein und dieselbe Potenz der 
Determinante 4, resp. 4,, so findet dasselbe, mit Rück- 
sicht auf den Satz (V) des $ 6, auch bei jeder beliebigen 
Substitution S, resp. S, statt. 

Da $, und S, in Te Wirkung auf f (1) unabhängig 
oncander sind, also auch ïhre ue gleichgültig 
ist — wie auch die doppelte Struktur der «x in (5°) er- 
kennen läBt —, so genügt es, die S,, S, einzeln auszuüben. 

Als Fundamentalsubstitutionen von S; (resp. S,) nehme 
man die beiden Schiebungen À,(h,) resp. A4,(h): & = 
hé, M6, TD. Gb, db FRE und die beiden 
ee à: M,(m.) resp. M,(m): 2 —mE, % = & resp. 

= À, D = M bo. 

Vermôge Ausübung von À,(h), A,(h) auf æ&, % 
in / (1) werden die «x: 


Ah) | Guy = Qiys Ayo = io Nos = os This» Dao = os ROUTE 


fes | Dog — 39; Do — do 3 A2 — Mio Togo; Dis — Gi + Rhodes ; 
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und analog bei Ausübung von À,(l), 4,(4) auf die y,, Y: 


A;(&) | No — oi 3 Di — Ain 5 Do = 9 +1 ; D 99 = A9 + li dos 3 


(10) L 


Andererseits liefern die Streckungen M,(m,)., M,(m;), aus- 
geübt auf +, æ : 


(11) 


und entsprechend die Streckungen M,(n,), M;(m) hin- 
sichtlich der y,, Y: 


(12) 


Die Wirkung der Substitutionen À und M auf die Deter- 
minante D}; (6) äuBert sich dann in den Relationen: 


A | D} = D; , 
(3) { Mim)|D,=mD;, Mi(m)|D,=m D;; 
M(n) | Do = M D;, M,(ns) | D, = mn Ds. 


Al) | Xy2 = 9 >» No2 — 99 ÿ Doi — oi + 329 » Oii = Gi lolo - 


2 


M;(m;) | = Midi io Mio 5 Do —oy» Has: URE 


M(me) | %i1 — A ; Mais > Nos — Mo y » oo — Mo ne ; 


M,(n;) | Dir = Midi Dy9 — A2 » Ko — Moy ; X99 — A9 ; 


M, (n2) | Di1 — Ait » Xy9 No M9 3; No — doi ; N99 —= No A9 


Damit ist aber die relative Invarianz (1) von D}; bei 
beliebigen S,, S, von neuem bewiesen. Nach dem Satze (VII) 
des $ 6 bleibt D; gegenüber jeder unimodularen S,, 8, ab- 
solut invariant. 

In $ 8 (21) war die in den a lineare Bildung eingeführt: 


(14) À = Ag — or « 
Vermôge (5) ergibt sich für die transformierte Bildung 6, : 
— dp = gs — 2 = Gi (Oe Pi — à1 Pa) + Au (Ya O1 — Y1 de) 
+ do(oie di — Pa 71) — Ayo (01 do — Bi ya) . 
Soll sich d,, bei unbestimmt gedachten a, nur bis auf 
einen, von den Koeffizienten der S,, S, abhängigen Faktor 
von 9, unterscheiden, so müssen in (15) die Koeffizienten 
von &, und &, verschwinden und die von 4, und —a@,, 
übereinstimmen. Eine leichte Rechnung lehrt, daB dann 


die @2, Pa V2 d resp. den «;, Bi; 1, À proportional 
sein müssen. Derartige Substitutionen $,, $, heiBen selbst 


(15) 
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…proportionale“*. Somit ist Ô; bei kogredienten 
S, — 8, — S relativ invariant: 
(IT) 0 — A0; ; 


bei inkogredienten S,, $, aber nur in dem, von S, — 5, 
unwesentlich verschiedenen Falle proportionaler $,, $. In 
der Tat, geht man von dem ersten Falle zum zweiten 
über, indem man alle Koeffizienten, etwa von S$,, einen 
und denselben konstanten Faktor o annehmen läBt, so 
nehmen diesen Faktor auch alle x an, und es wird 
dy —=0A0;. Auf Grund von (III) rechtfertigt sich der in 
$S 8 für à; eingeführte Ausdruck: ,,lineare Invariante‘ 
von f. (Vgl. S 10.) 

Nunmehr seien zwei Bilinearformen vorgelegt, in ab- 
gekürzter Schreibweise: 


(16) Cpuitye JD buts - 

In $ 7 (27) trat die ,,bilineare Invariante‘ H = H,, auf: 
(17) H 3 = is Dog + A2 Dis — Aa Dos — Ans Dis + 

| Vermôge S,, S, (2) gehen f, g über in Formen , w mit 
Koeffizienten «;4, fx. Eine direkte Berechnung von KH,,, 


ist bereits umständlich und unübersichtlich. 
Greift man indessen auf die Schiebungen À,, À, 


und die Streckungen M,, M, zurück, so ergibt sich bei 
den ersteren gemäB (9): 
Ah) | Hop 411039 + hide) +bis(a23 + has) 

— 9(bes + bis) — Diodes +ha:)=H;,, 
A3) | Hpy—  Vae(di1 + hotes) + Q29(011 + hobo1) 

— Dai(@io + hodos) — doi (Vio + hoboo) —H 5; 
und analog bei den Schiebungen A,(1), 4,(4) wegen (10). 

Andererseits nimmt H,, nach Ausführung der 

Streckungen M,(m,), M,(m:), Mi(n;), Mn) vermüge 
(11), (12) resp. die Faktoren m,, M2, M, "2 an. Mithin 
gilt für beliebige S,, 5 : 
(LV) Hp = 4; 4, H;4 7 
und damit die Rechtfertigung der Bezeichnung ,,bilineare 
Invariante‘* für A (vgl. $ 10). 


(18) 
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Das Ergebnis (IV) gewinnt man auch aus der In- 
varianz (I) von D; nach einer bereits in $ 4 auf die bi- 
lineare Invariante H,;, zweier quadratischer Formen an- 
gewandten Methode. Man bilde aus f, g (16) das ,,Büschel 
(mit dem Parameter À): 


(19) f+ig = Dar + lbi)mige 

und wende (I) auf die Form (19) an. Mit Rücksicht auf 
die Identität: 

(20) D;419 = D; +1H,,+ FD, , 

und die entsprechende für D,,:, gilt dann die weitere: 
CDN D, +2H,3 PPD; —=4,4,(D;F0H;,; ÆID,)" 


Die Vergleichung der beiden Koeffizienten von À liefert 
(IV) direkt. Der Entstehung von D,, aus D; vermôüge (20) 
lä8t sich eine übersichtlichere und verallgemeinerungsfähige 
Gestalt geben. 
Der Ausdruck D;,;, sei als Funktion der vier Ko- 
effizienten a; + 1b;4 von (19) mit Da; + 2b;;] bezeichnet. 
Die Maclaurinsche Entwickelung liefert: 


dDa;x + Abix] 


(22) Djr15=—= D; + de Es dà (—0) PSE 
Da 
LCR RU ENS CURE IT UNE 
dà sé Oaix + Abix) (Â=0)  Oar ? 


so lehrt die Vergleichung mit (20), daB: 


re one 
(23) H};, —= > b;r Fe 

Da der Beweis übertragbar ist auf Invarianten von 
Formen beliebiger Ordnung mit einem Paare oder mehreren 
Paaren homogener Variabeln, so gilt: 

Satz I. ,, Aus einer Invariante J einer oder meh- 
rerer Urformen geht eine neue Invariante hervor, 
wenn man die partiellen Ableitungen von J nach 
den Koeffizienten der einzelnen Formen jeweils 
multipliziert mit den entsprechenden Koeffizien- 
ten neuer Formen gleicher Ordnungen und die 


(25) 
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Summe dieser Produkte bildet. Die so aus J her- 
geleitete Bildung ist eine Invariante des Systems, 


das 


aus den ursprünglichen und den hinzugenom- 


menen Formen besteht.f 


(25), 


Die angegebene Operation, die Verallgemeinerung von 
wird als ,Polarenbildung* in bezug auf die Ko- 


effizienten bezeichnet, in ihrer spezifischen Anwendung auf 
die Invarianten als , Aronholdscher ProzeB‘“*). 


CD 
FT 


0 D 


So ergibt sich z. B. für D;= à,,@33 — &jo Go : Da — 9 
CD 0 D Let À 
oo diys = — 9j, 2 —=—@42. Durch Multi- 
QUE Cas: 


plikation mit resp. b,,, b,, b,,, b, und Addition ent- 
steht Æ (17). 


110 
(24) 


und 


Man bilde jetzt die Matrix der Koeffizienten von 


(16): 
| Gi Ayo A à 


| 


| Dis Dis de: >. 


prüfe die in ihr enthaltenen nec Determinanten 


auf ihr Verhalten gegenüber den Fundamentalsubstitutionen 
(9) bis (12). Es sei p; die aus der i-ten und k-ten Ko- 
lonne (à, k—1,2,3,4) von (24) gebildete Determinante, 
zx die jeweils transformierte. Man findet leicht: 


Ah) | To = Dis, Mis = Pis Mia = Pia + Miss Tes = Pas — 


(Re) | T9 = P12 + ha(P14 — Pos) + RSP34 M3 —=Di3s Tia = Pia + hi: Ps) 
A;(4)|7o = Pros Ms = Pass Tia = Pia FuPi3 os = Pos + his) 


A5(l) | To = Pros T3 = Pis + lo(Pia — Pos) + BPsas Mia = Pia + bPous 


(9) ein 


ÿ®), 


2. Er Re C _L h2 : 
Ts = Pos s ga = P3a + Mi (Pia — Pos) + Mi Pie ; 
Toz = Paz — Mo D3as Tag = Pos Tag = Pa 5 


Ta = Poa + Li (Pia + Das) + LE Pi13 Ha — Pa » 


T3 = Paz + loPoas Hoa — Poas Ha = P3a + 


Dies finde zunächst Anwendung auf die beiden, unter 
$ 7 eingeführten ,,Funktionaldeterminanten“ 
9® von f,g bez. (x, x) resp. (y,, y). Mittels (8) 


erhält man: 


#) $S. Aronhold, Journ. für Math., Bd. 62 (1863), S. 281. 
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fn , 
ŸG) — F Û ; — Yi D:13 «à V1 Yo (Pia su Pas) + Î Y5 Doi | 
(26) GAL 
a fe 1 | 
09 = . au | = 2 Pie + Di Do(Dia — Dos) + D Pau » 
| Jy Y2 | 


die auseinander hervorgehen, wenn man gleichzeitig die 
Variabelnpaare und die Indizes 2, 3 vertauscht. Nach 
$ 7 (25) stimmen die Diskriminanten von (26) überein: 


(27) DE 9 = AP;3 Dos — (Pia + Pas)? = A D19 Pa — (P1a — Pas)? - 


Bei Ausübung der Schiebungen A,(h,), A,(h;) (25) geht 
T3 A9a UDET IN Pis Pass Tia + os Ï0 Pia + Pos + MiPio —hiPis 
TESP. Pis + Paz À ho Pa — ho Psa — Pia + Pas, und analog 
bei A,(l), A5(k) io 34 ÏN Pro Psas Tia — og 0 Pia — Pos « 
Mithin bleibt bei allen vier Schiebungen À der Ausdruck (27) 
ungeändert: 
(28) A | D(F: » Y) - D. ge 


Andererseits ändert sich D; gegenüber den Streckungen 
(11), (12) jeweils um m?, m,n?,n2. Mithin ist gegen- 
über beliebigen S,, $, : 


(V) D GE A2 D": . 


Nunmehr ziehe man die Formen #,, 0, (26) selbst in 
Betracht. Es genügt die Untersuchung ss der ersteren. 
Beim Übergange von CE LR zu an , Sind einmal die p;; durch 
die z;, zu ersetzen, fée aber mittels Umkehrung der S, (2) 
die y;, y durch die 7,, %. Insbesondere liefert die Un. 
kehrung der Schiebungen AÀ,(1), A,(4): 
(29) M A;(h)|m = % — 1%, Me — Ye ; 

A2 (b) | M = Y; M = Ye — by. 
Auf Grund von (25), (26) wird: 


(30) A; (hi) or p —= Yi Us + ViŸo (GR + 798) + V5 Ta 3 
A: (he) = Yi Pis + Yi Yo (Pia + Pos) + V2 Pas = as . 


Sodann liefert die Ausübung von 4,(1) vermôge (25) 
und (29): 
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A;(t) OPA = Yi ms + YiYo(a + Tes — 2 T3) 
(31) 


| | 
| + VE — ha + 3) + Érus)) 
= Y{ Pis  YiYo(Dia + Dos) UE Da — ur, 
und analog bei 4,(4). 
Andererseits ergeben die Streckungen M,(m,), M,(m;) 
(L1}evon m5: 
(32) Min) | Hs =MiPiss Matos = Ma (Pia + Dos)» Tea = MPa 3 
Mme) 3 = Me Pis + Mat los = Mo(Pia + Dos)» Tes = MePos 5 
folglich, da die y,, y, hierbei ungeändert bleiben: 
(33) Mi(m)|90,= m0;  M,(m)|9%, = m, 0%. 


y PY 


Dagegen haben die Streckungen M,(n,), M,(n) von y,, % 
die doppelte Wirkung, daB: 


(34 M(n) | 3 = Pis Tia Ÿ os = Mi(Pia T Dos)» os Pas ; 
M,(n) | T3 = P13 » Ma Tos =Na(Pia Fos): Noa =N3Paa) 
und zugleich: 
| Y 
(35) Mi(n:) | 7 — _ UV M,(n)|Mm=Y: m=—, 
und demnach: 


(36) 


Zieht man die Formeln (30), (31), (33), (36) zusammen 
und nimmt das analoge Resultat für 9%, hinzu, so hat 
man für beliebige S,, 5 
(VI) 00, = Ai m1 : Ho A pu. 

Den beiden Urformen j , g (16) werde eine dritte, h, 
mit Koeffizienten c;;, zugefügt. Der Matrix | 4, 4, doi @oo | 
lassen sich vier dreireihige Determinanten entnehmen; die 
durch Weglassung der i-ten Kolonne (i — 1,2,3, 4) ent- 
stehende sei T;. Um zu einer einfachen Invariante von 
f,g,h zu gelangen, stelle man die Bedingung dafür auf, 
daB die drei, in nichthomogenen Variabeln À — _ Le . 

: 9 D) 
geschriebenen Substitutionen f—0, g—0, h—0 (vgl. $ 7) 
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ein Elementenpaar (À, u) gemein haben. Dies findet dann 
und nur dann statt, wenn für die den drei Gleichungen 
GE + Go Y + 18 + ds W = 0, 
(37) bise + boy +buez+bs:w—=0, 
C1® + Go + 012 + Ca © = 0 


genügenden Verhältnisse der Unbekannten x, y, 2, w die 
Relation erfüllt ist: 


(38) œuw —yz—0. 
Da die Auflôsung von (37) lautet: 
(39) miyséa— Ti: T1; Tr et, 


so nimmt (38) die Gestalt an: 
(40) TT ET, = 


Denkt man sich diese Bedingung erfüllt, so wird die 
Tatsache, daB die drei Gleichungen f—0,g—0,h—0 
eine gemeinsame Lüsung besitzen, nicht geändert, wenn 
man (4, %%);, (Y1, Y) je einer beliebigen Substitution S$,, 
resp. S unterwirft. Der Gleichung (40) kommt daher ein 
S,, S, gegenüber invarianter Charakter zu; sie heiBt daher 
eine ,,invariante Gleichung“. 

Man wird mithin erwarten, da die linke Seite von 
(40) selbst eine Invariante ist. Man übe zuerst wieder die 
Schiebungen À (9), (10) aus, etwa AÀ,(h,). Die in den neuen 
Koeffizienten &;x, Pix, Yix AT @, y, x geschriebenen T; 
seien mit T; bezeichnet. GemäB (9) kommt: 


{ Di=lds, Au +ha, as tua |= Fi RTS, 
TG Au + Mau: . Gs +R Do Ts = DT, 
na or A + Mas |=T,, 


UT, =|a;, A9 » LE + Ma |=T,. 


(41) 


Verfährt man entsprechend mit 4,(h,), A,(1), 4(E), so 
ergibt sich in allen vier Fällen: 


(42) ANT = RTE TNT 
Für eine Streckung, etwa M,(m,), erhält man: 
(43) Min) T=mT, L=mT,, Ty=miT,, T=mT, 
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und damit, unter « irgend eine der vier GrüBen m,, M . 
nm, % verstanden: 


(44) ls uit TT. 7T.). 

Die Kombinierung von (43) und (44) lehrt, daB allgemein: 

(VIT) TE = AA IT ET, Ti)» | 
Für vier Bilinearformen f, g, h, k ist T — |a;;a,,@e;@ss 

eine Invariante, denn die Schiebungen À (9), (10) ändern 

T gar nicht und bei irgend einer Streckung M nimmt 7 

das Quadrat des Streckungsparameters als Faktor an; mit- 

hin ist allgemein: 

(VII) | 11 Mie Do Mon | = ÀŸ 45 | Gi1 Gio Go M |. 


Die Determinante T heiSt die ,quadrilineare‘t Invariante 
VOL US Hs Le 

Im obigen sind Invarianten und Kovarianten von 
f,g,h untersucht worden. Es gibt aber auch Kovarianten, 
die die Koeffizienten der Urformen gar nicht enthalten, 
also nur Variable; solche heiBen, da sie sich für irgend- 
welche Urformen invariant verhalten, ,identische‘* Ko- 
varianten*). Eine solche ist z. B. x,% — 4%, y,, deren 


‘Verschwinden aussagt, daB die Verhältnisse _ und =. 
übereinstimmen. In der Tat ist für kongruente Ne LEE = S : 
HA ar 
(IX) | le do or, 
JENUTE |Y1 Ye] 


d. i. nichts anderes als das Gesetz für die Multiplikation 
zweireihiger Determinanten. Für inkongruente #,, 8, ist 
PYe — Le Y, nicht invariant. 

Die bisherigen Ergebnisse werden zusammengefaBt 
durch: 

Satz II. ,,Die Determinante D; (6), (1) einer Bi- 
linearform f, die bilineare Invariante H,, (17), (IV) 
zweier Formen f,g, die Diskriminante D» (27), (V) 
der beiden Funktionaldeterminanten 0%, 0%, (26) 
von f,g; der in den Koeffizienten dreier Formen 
f,g,h quadratische Ausdruck T,T,—T;,T, (40), (VIT), 


*j:Derartige identische Kovarianten sind bereits in den Aut- 
gaben zu $5ff. vielfach betrachtet worden. 


Meyer, Allgemeine Formen- und Invariantentheorie I. 9 
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und die quadrilineare Invariante 7 (VIII) von vier 
Formenf,g,h,k sind Invarianten gegenüber be- 
liebigen inkogredienten — im besonderen auch ko- 
gredienten — Substitutionen S,, 8, ; die Formen 
ÿ®, 0%, (26) sind in diesem Sinne Kovarianten. 
Dagegen beschränkt sich die Invarianz der 
linearen Invariante Ô, (14), (III), sowie der iden- 
tischen Kovariante x,y, —2,y, (IX) auf kogrediente 
S. Auch die bilineare Invariante von df,, 09, ist 
nur gegenüber kogredienten S,, S, invariant.“ 
Aufgabe 1. Es ist zu zeigen, daB die Koeffizienten- 
determinante V der induzierten $ (5) den Wert 4° 4? besitzt, 
entweder mit Hilfe der Laplaceschen Zerlegung der Deter- 
minante, oder einfacher mittels der Methode der Funda- 
mentalsubstitutionen À,, A4,, M,, M,. Die letztere 
Methode reicht auch hin, um den Satz auf eine n-lineare 
Form (in n homogenen Variabelnpaaren) auszudehnen; die 
Determinante V der induzierten $S hat dann den Wert 


(4,43... 44)". Denn da bei einer Fundamentalsubsti- 
tution entweder B oder y verschwindet (oder beide zu- 
gleich), so verschwinden auch alle Elemente von V auf 
einer der beiden Seiten der Hauptdiagonale (resp. auf 
beiden), so daB sich V auf das Hauptdiagonalglied reduziert. 
Im besonderen führt die nämliche Methode zu dem Er- 
gebnis, daB die Determinante der induzierten S (der 


Koeffizienten) einer binären Form nter Ordnung f, den 
ER 


Wert À ? hat. 

Aufgabe 2. Die Invarianz von (14), (III) Ô,= a; —@o 
gegenüber kogredienten S ist vermüge Anwendung der 
Fundamentalsubstitutionen abzuleiten. 

Aufgabe 3. Die Invarianz der bilinearen Invariante 
von (26) d®,, 99, gegenüber kogredienten $S ist nach- 
zuweisen. 

Aufgabe 4. Die in $ 3 festgestellte Kombinanten- 
eigenschaîft der Funktionaldeterminante 0 und der Resul- 
tante À zweier quadratischer binärer Formen f,(x,, æ), 
J2(@,, x) ordnet sich im Sinne des $ 9 der Invarianz 
gegenüber inkogredienten $S in bezug auf die lineo- 
quadratische Urform f;,5 = y1f +%g des in & 3 be- 
trachteten f-Büschels unter. Für & —y,, æ, —#, geht 
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eine kubische binäre Form jf, hervor, die sich, nebst 
allen ibren In- und Kovarianten, gegenüber kogredienten 
S invariant verhält. 

Aufgabe 5. Eine trilineare Form fi,1,1= D'aixrtiÿr 
{@, k,1—1,2) besitzt gegenüber inkogredienten S die 


drei Kovarianten zweiter Ordnung v,, Ÿ,, d,, wo 2. B. 
5 % | 
D en | Frnvs lunes | 


| 1 YeZ Z122 
haben eine und dieselbe Diskriminante D, eine Invariante 
von f gegenüber inkogredienten $S. Schreibt man f in 
nichthomogener Gestalt f(x, y, 2) mi =x, H—Y,A—2, 
Ty — Ya — 29 — 1), und bezeichnet, bei geeigneter Anord- 
ñung, mit æ, &’; y’, y”; 2’, 2” die Wurzeln von ®,, 0, 4., 
so ist f, und zwar nur auf eine einzige Art, in der 
kanonischen Gestalt darstellbar: 


Ê= a'(œ— 2") (y — y") (e— 27) + x7(œ—27) (y — y") (e— 27), 


aus der die entsprechende homogene Gestalt ohne weiteres 
bhervorgeht. 

In dem besonderen Falle, wo sich f;,1,1 auf eine 
kubische binäre Form jf, reduziert, fallen die drei Ko- 
varianten Ÿ zusammen mit der Hesseschen Kovariante À 
und D; mit der Invariante R (s. die Aufgabe 3 zu $ 4, 
S. 35, und die Aufgabe 6 zu $ 6, S. 77). 

Aufgabe 6. Liegen zwei trilineare Urformen vor: 
fini Damme, Gi,1,1 = D bimtiYra, so existiert 
gegenüber inkogredienten S die bilineare Invariante 


911 22 
ee | , 


bois bi99 
Reduzieren sich fi,1,1; 91,1,1 auf ZwWei binäre kubische 
Formen f;, g: 


. 2 3 

fa = Go di + 3 ai do + 3 Q MD + 32, 
2 3 

gs = bo di + 3m + 3h a 25 + ba, 


so geht H,, über in die bilineare Invariante a, b; — 3 ab, 
— 3 2 D + db. 

Konstruiert man aus f,1,1 UNd g;,1,1 eine quadrilineare 
Urform fini if +09 = D GirimtiYreitm (à, RL m1, 2), 
so gibt der Ausdruck H;, Veranlassung zu vier quadra- 

9* 


. Diese drei quadratischen binären Formen 


HR | 111 299 91 Lo 12 Loos 
TU 


C 


b, 21 Dose 


bris Do9o bise Dos 
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tischen Invarianten, die aber alle in eine und dieselbe, 
J,, zusammenfallen, wo: 


J> = Aiyin Uasoo À dioo Mons + Aio1o Mayor + 1921 Voyye 


112 Logo —— Goyio Ui922 — Ayoyt Uoyo2 — 1191 Aooyo 
« « 
Su > CAF Ai 1 m3 Vis ka la Mo 


(a +i=k+ho=h+lh=mtime=s, 60=ùu+k+lh+m). 


Reduziert sich die f;,1, oi auf eine quadrato- ue 
tische Form f:,: — — 22 (oo 02 + 2 an U Ua + Go U3) + 2% de 
(do W1 + 2 dus Mi We + Aie Ua) + æ (a30 UT + 2 Gos Us Uo + Goo U2) y 
so geht die Invariante J, über in: 


Ja — po de + 2 di + Goo A0 — 2 Go1 A1 — 2 Mio A + 


Tritt endlich die Reduktion auf eine biquadratische 
binäre Form f, ein: 


fa = dd + Aa dir, + 6 à a a + Aas dd + ad, 


so spezialisiert sich J, zur Invariante à — a,a, — 4 a;a; + 3 as 
(8. Aufgabe 6 zu $ 6, S. 77). 

Die f2:,2 besitzt je eine Diskriminante D,, D, bzw. 
der « resp. æ. Diese beiden Formen 4. Ordnung sind 
Kovarianten gegenüber inkogredienten S und fallen für 
die f, zusammen mit der Hesseschen Form H (Auf- 
gabe 3 zu $ 4, $S. 35). 

Aufgabe 7. Es seien in nichthomogener Schreib- 
weise f(x; y), g(æ; y) zwei binäre bilineare Formen und 
S, T die ‘beiden, durch das Verschwinden von f resp. g 
dargestellten linearen Substitutionen ($ 7}. Was bedeutet 
das Verschwinden der bilinearen Invariante H},, für die 
beiden Substitutionen S, 1? 

Man bezeichne x als Element eines ersten, y als Ele- 
ment eines zweiten ,,Systems‘.  Éinem beliebigen Ele- 
mente y des zweiten Systems entspricht vermôüge S resp. T 
ein Element x, resp. +, des ersten Systems. Dann sind 
bei variierendem y die Elementenpaare (x,, «) selbst an 
eine gewisse lineare Substitution U gebunden. Diese 
Substitution U wird dann und nur dann zu einer 
Involution J, wenn H;,—0. Das Entsprechende gilt, 
wenn man von einem beliebigen Elemente x ausgeht. 
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Sei jetzt die Bedingung H,;, — 0 erfüllt, so sind noch 
die Doppelelemente *,, x, der Involution J zu charakteri- 
sieren. Zu dem Behuf konstruiere man das Formen- 
büschel f +g; diesem gehôüren ($ 7) zwei zerfallende 
Formen f+2,g,f +2Àg an: 


F+dg= aa) (y—y), 1 + lg = b(e—2) (y —Y2). 


Dannr sind die Doppelelemente x,, x, der Involu- 
tion J eben die Wurzeln der beiden Linearfaktoren 
L — Li, D —V. 

Läft man daher vermôüge der durch f+ Âg — 0 be- 
stimmten Substitution S; wiederum einem beliebigen Ele- 
mente y ein Element x, entsprechen, so sind, falls H;,—0, 
und nur dann, die beiden Elemente x,, x,, die den Sub- 
stitutionen S — S,, T = S4k zugehôren, stets harmonisch 
zu den beiden festen, d. h. von der Auswabhl des y un- 
abhängigen Elementen x, — Li, Lo — %%,, die den beiden 
uneigentlichen Substitutionen $;, S;, zugehôren. 

Die geometrische Deutung dieser algebraïschen Sätze 
liegt auf der Hand. Deutet man x, y als Elemente 
zweier einformiger Grundgebilde , v, etwa zweier Ge- 
raden, so werden die Substitutionen S, T zu projektiven 
Beziehungen zwischen w, v; U zu einer projektiven Be- 
ziehung auf , und J zu einer ausgezeichneten Involution 
auf u. | 

Aufgabe 8. Es seien in einer Ebene E *,, & , % ; 
æ{, æ3, æ; zWei Reihen von (homogenen) Punktkoordinaten, 
Uis Us Us Ui, Uo, US ZWei D von Linienkoordinaten, 
ferner f(x; 2')=>'artat, gx; æ')—Z'fxuut zwei 
ternäre bilineare Formen, und is = 2 ,dir Pix ihre bilineare 
Invariante. 

Die Gleichungen f = 0, y — 0 stellen in E zwei rezi- 
proke (lineare) Verwandtschaften dar, die erstere aufgefaBt 
als Ordnungsgebilde, die letztere als Klassengebilde. ‘Im 
folgenden sei (x) der Pol der Geraden («), und (æ°) der 
Pol der Geraden (#’) in der Verwandtschaft y. 

Sind (w), (u’) zwei beliebige Gerade der Ebene: B, so 
sind die beiden auf (uw), (u’) gelegenen, bezüglich "der 
Verwandtschaften f resp. y konjugierten Punktreihen 
durch eine projektive Beziehung S resp. T verknüpit. 
Die bilineare Invariante der, S resp. T darstellenden (mit 
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geeigneten numerischen Faktoren normiecrten) binären bi- 
linearen Formen sei J,. 
Dann gilt die grundlegende Identität: 


(D) Ji = Jiy(u; u’) — f(x; x). 


Man nennt die beiden Verwandtschaîften f, y apolar, 
wenn J, — 0, desgleichen die beiden Projektivitäten S, T 
apolar, wenn J,— 0 (vgl. die vorige Aufgabe). 

Dann ist in (I) der Hauptsatz über apolare Ver- 
wandtschaften f, w resp. S, T als spezielle Folgerung 
enthalten. 

Nimmt man nämlich im besonderen f(x; æ’) — 0 an, 
d. b. die Punkte (x), (x’) als konjugiert in'der Verwandt- 
schaft f, so zieht gemäB (I) die Apolarität von f, y die- 
jenige von S, T nach sich, und, solange y(u; u’) +0, 
auch umgekehrt. 

Sind speziell f, y quadratische Formen f(x; x), w(u;u), 
so erhält man den Hesseschen Satz über apolare Kegel- 
schnitte f, w [vel. Journ. für Math. Band 45 (1853), S. 82]: 
Sind zwei Kegelschnitte f, y einer Ebene apolar — und 
nur dann — so existieren œ! eigentliche, dem Kegel- 
schnitte f einbeschriebene Poldreiecke des Kegelschnittes w, 
und jeder Punkt von f ist Ecke eines solchen Dreiecks.f 

Das Entsprechende gilt dualistisch, und ganz analoge 
Beziehungen bestehen im Raume. 


$ 10. Kortsetzung. Differentialgleichungen und Gewichtsregeln für 
invariante Bildungen bilinearer und quadratischer Formen. 


Auf ähnlichem Wege, wie oben $ 9 (23) zum Aronhold- 
schen Prozesse, gelangt man auch zu linearen partiellen 
Differentialgleichungen für invariante Bildungen bilinearer 
oder quadratischer — und weiterhin beliebiger — Urformen. 

Es werde wieder an die vier Schiebungen À [$ 9, (9), (10)] 
von (x,,2) resp. (Y,, %) angeknüpft, zunächst für den Fall 
einer einzelnen Bilinearform f = Ÿ'a;z ty. 

Sei J(ai;; Go; Gs1 Goo) — J(a) irgend ein in den a 
ganzrationaler Ausdruck, der gegenüber den À absolut 
invariant sei, dann gelten die in den Koeffizienten und 
Parametern identisch erfüllten Relationen: 


ne Ja, Goes dei + hits, Axe + Ms) = J'(a), 

(45) A3 (Re) | J'(@u1 + he Qu; ie + he Age; Gars Age) = J'(a), 
A1(h) (ais Ge + has Qui, Goo + han) = J'(a), 

A2 (ls) | Jar + lo Go, Go, doi + le Goo » Goe) = d'(a) ; 


und umgekehrt charakterisieren diese das invariante Ver- 
halten von J gegenüber den A. Versteht man unter ax 
eine zweite Reihe von Koeffizienten, nämlich einer weiteren 
Form f’(ax), und unter op einen Parameter, so besitzen 
die linken $Seiten von (45) die gemeinsame Struktur: 


(46) Taie + @ dis) = Jsor » 


also formal ganz wie bei der Determinante D, $ 9, (20). 
Entwickelt man daher wie dort nach dem Maclaurinschen 
Gesetze: 


(46)  J(a;z + p aix) = J(a) +e Zen ÔJ (a) 


per 
dix 


so müssen, falls der Ausdruck (46’), wie in den vier 
Fällen (45), für jeden Wert von o mit J(a) identisch sein 
soll, rechts von (46’) die Koeffizienten von 0, o?, 
verschwinden, insonderheit der erste: 


47) Eat = 0. 


Dies liefert, entsprechend den vier Fällen (45) für J, 
die vier, für alle Werte der a;, gültigen linearen par- 
tiellen Differentialgleichungen: 


0J oJ 


h)|H = 4@: dan + die EP —0, 
: CJ 0J 
A: (he) | He = di TAve + dos re 0, 
(x) di die 
0J CJ 
A;(à) | L, na ee re. 0: 
CJ 0J 


À a (le) | L = Age FU re 
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Diese vier Gleichungen (X) sind also dann und nur 
dann gleichzeitig erfüllt, falls J(a) gegenüber beliebigen 
Schiebungen À der (x,, æ), (Y;, +) — und damit nach 
dem Satze (VII) des $ 6 zugleich gegenüber beliebigen 
unimodularen Substitutionen U,, U, der (æx,, æ), (y:, Ye) 
— absolut invariant sein soll. 

Wird dagegen die Invarianz von J nur gegenüber 
kogredienten U, —U, —U verlangt, so reduzieren sich 
die vier bisher unabhängigen Parameter h,, h,, L,, L auf 
zwei: k —=1,, k =, und damit auch die Anzahl der 
bezüglichen Differentialgleichungen auf nur zwei. 

Man brauchte zu dem Behuf nur die Werte der &;x 
$ 9 (5) für kogrediente Schiebungen A,{h, — L;), Ao(ho — ds) 
zu spezialisieren. 

Um aber den Zusammenhang der beiden abzuleiten- 
den Gleichungen für J mit den vier Gleichungen (IX) des 
allgemeinen Falles zu übersehen, wird man, zunächst für 
inkongruente Substitutionen, die A,(h,), A,(1) und A,(k), 
A2(l) je in eine einzige Operation (ihr ,,Produkt‘, vgl. 
$ 5) zusammenziehen und erst hinterher hk, —1,, h = 
nehmen. Man hat: 


Ah) + A) | dis = ai, 
| QT LS Aio 4e l Qi ? 
X99 — A9 + h, jo —— l Go: + h; l, is » 


Xg1 = du + ki , 


(48) | 


os * A, (le) | Gin = is + Re Go + le Ge + ho le so 
(48b) Go — Ge + ho Qoe ; | 
| Xo9 — As ; 


Xo1 = dos + lo Gps 3 


wo beide Formelreihen durch Vertauschung der Indizes 1 > 
auseinander hervorgehen. Für k, — 7, —0 resp. h — 1, — Ô 
gehen die «x in die &z über, | LS a 

Bildet man von den &;4 (48) die partiellen Ableitungen 
nach den Parametern und setzt alsdann À, — 1, — 0 resp. 
h, = —=0, 80 wird: ré: Li: 
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0: ous x. © A99 
—=—=0 = 0 = On, Ra 
Î ) O} , ô} 11? 192 
(49 à) (h=t— ) | ! 4 | £ ) à a 
Pb Ve} Sier e sue CE 
| GRO St Mont dar ea 
a GEST LEA 0: 
À 0 23 —= 9 — — 0 ù 0 
| Ra ad LC ? Oh : 
:NITÉTE IE _- : . a 
See RTE = us 
ET As ; TA 0: ô T As : ot, 07 
Die Taylorsche Entwicklung für J(x) liefert aber: 
OJ (x) OJ (x) 
) J(x) = J(a) +R — = — : 
(30 a) (x) (a) L ê h, (h, =|, —() ci L ol, (h, 7 0) = 
| ôJ (x Ô 
HUE ET EU 2A°2P? 


a T, PL 


Ohs (h—=l;=0) Ôl (hy—l3 0) 
Soll sich J(x) für alle Werte der h,, L resp. h,, L auf 
J(a) reduzieren, so müssen insbesondere wiederum in (50) 
die Koeffizienten von h,, L resp. h,, L verschwinden: 
Diese Koeffizienten sind aber, auf Grund von (48), (49), 
gerade die Bildungen H,, L,; H,, L, in (X), wie es sein 
muf. 

, Für h =14, h — 1 addieren sich jeweils die Koeffi- 
zienten von h,, l, resp. h , L in (50); mithin tritt für 
kogrediente unimodulare U, — U, an die Stelle von (X): 


0J oJ 0J *. | 
| 4 AE (5 ie) + das (ais + an) = 0, 

°S d} For oJ | 
H, + L, = 4% EP Fi dan frs a, (aie + dos) = 0 : 


Man beachte, daB beim Beweis von (X), (X’) von 
dér Annahme, daB J in den a;; ganzrational sein sollte, 
kéin Gebrauch gemacht wurde; der Beweis bleibt be- 
stehen für beliebige eindeutige Funktionen J(a), falls sie 
nur die Maclaurinsche resp. Taylorsche Entwicklung (46) 
resp. (50) gestatten. 
fi Liegt statt einer einzelnen Bilinearform f ein System 
solcher vor, f,g,h,... mit Koeffizienten (a), (b), (c),..., 
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so lassen die Entwicklungen (46’) resp. (50) unmittelbar 
erkennen, daB nur die auf die Form f bezüglichen Pro- 
zesse H,, H,, L,, L in (X), (X’) jeweils zu ersetzen 
sind durch die Summen der auf die Formen f,g,h,.. 
bezüglichen analogen Prozesse; man schreibe einfach 
DH, usv. 

f  Damit erweitern sich die Differentialgleichungen (X), 
(X’) im Falle mehrerer bilinearer Urformen f, g, h,... zu: 


d f 5 fr 


(KA) D HN EN QD PILE UT, 
if f f 


LS 


und es gilt: 

Satz III. ,,Eine Funktion J der Koeffizienten 
bilinearer Urformenf,g,h,..., die gegenüber be- 
liebigen unimodularen Substitutionen U,, U, der 
(dt, æ2), (V1, Ye) ungeändert bleibt, genügt den vier 
linearen partiellen Differentialgleichungen (Xa), 
wo die Prozesse H,, H,, L,, I, durch (X) erklärt 
sind. Ist aber J nur invariant gegenüber kogre- 
dienten U,, U,, so genügt J auch nur den beiden 
Gleichungen (Xa’), die durch Addition der ersten 
und dritten, resp. zweiten und vierten Glei- 
chung (Xa) hervorgehen. Für eine einzelne Ur- 
form f reduziert sich (Xa), (Xa’) resp. auf (X), (X’).‘ 

DaB die Existenz dieser Differentialgleichungen für 
die in Rede stehende Invarianz von J auch hinreichend 
ist, wird $ 11 lehren. 

Nunmehr berücksichtige man die Streckungen M 
[$ 9, (11), (12)] der (x,, æ); (y1, %)3 hinsichtlich der J 
trete die vorläufige Beschränkung auf ganzrationale Funk- 
tionen der (a), (b), (c) ... ein. 

Im Falle einer einzelnen Urform f{a;x) ist J ein 
Aggregat einer endlichen Anzahl von Gliedern (Termen) 
der Art: 


(51) J(a) = Ze an aïs aën aïn = DS'et, 


wo die &4 natürliche Zahlen (inkl. O0, nur nicht sämtlich 
verschwindend), und die c Zahlenfaktoren bedeuten. 
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Man übe auf die +,, x, in f gleichzeitig eine M(m) 
aus, oder, was dasselbe ist (vgl. $ 6), eine ,,Erweiterung* 
E,(m): a =mE£é, 2, =m£é, mit der Determinante m°: 
Dann wird à;x = ma;x, und (51) geht über in: 


(D2) E,(m) | J(x) == D'mentententes çf : 


Es soll J eine Invariante von f, also gegenüber be- 
liebigen $,, S, (2) relativ invariant sein: 
(XI) J(x) = Af: 45° J (a), 
wo die ,Gewichte‘ w,, «, feste natürliche Zahlen 
(inkl. 0) sind. 

Für S,—EÆEi(m), S —=1 wird 49:4%— m°%, Soll 
sich dieser Faktor m°°%: aus allen Gliedern der rechten 


Seite von (52) herausheben, so muB er stets mit 
m'utisteute jdentisch sein, d. h. es ist: 


(XII à) E1:+ 619 + €e1 + &e = 201. 


Wiederholt man diesen SchluB für die ,,Erweite- 
rung En): Y=nM;, Ys —=NM%, 80 kommt analog: 


(XTTD) En + Es + En + ee — 203 ; 
also auch, durch Vergleichung mit (XIIa): 
(53) ü, = 0% - 


Soll also der Ausdruck J(a) auch nur gegenüber 
einer Æ;(n) resp. Æ,(n) relativ invariant sein, so fallen 
beide Gewichte von J zusammen, und J ist eine homo- 
gene Funktion der a;, von einer Dimension d, wo 


(54) 1—20 20. 


Nunmehr übe man die Streckungen M,(m,), M;(m), 
M(n,), M,(n,) einzeln aus. Für M,(n,) z. B. ist nach 
(1) Gui Ma, Oo = Mao, Gay — Ans Nez — A2 SOMIE 
muB gemäB (XI) stets m'utts mit m2 übereinstimmen, und 
analog in den drei anderen Fällen. 

Danach bestehen, soll J gegenüber irgend einer der 
vier Streckungen relativ invariant sein, die Relationen: 


M;(m;) | E1 + 2 = W» M,(n;) | En F Ee1 — Ds» 


XIII 
) M,(me) | Eg1 À É99 = Gi) M;(n2) | Eye + €g9 = y + 


L 
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| Besteht die Invarianz von J gegenüber M,(m,) und 
M,(m:) resp. M,(n,) und M,(n,) gleichzeitig, so gelangt 
man durch Addition der bezüglichen Relationen (XTID) 
u (XIIa) resp. (XIIb) zurück, und, falls J gegenüber 
allen vier Streckungen invariant ist, auch zu (53). 

Bei Beschränkung auf kogrediente S, — 8, — S mit 
der Determinante A ist die Definition (XI) für eine In- 
variante von f zu ersetzen durch: 

(XT”) J(x) = À° J(a), 
wo æ jetzt schlechtweg das ,Gewicht‘ der Invariante J 
heiBt. 
__ Übt man die Streckungen M,(m) resp. M on) gleich- 
zeitig auf Z,,.Y;, TeSp. de, Ye AUS, 80 wird: 
(55) Min) | au = Mas Mio = Mao, os = M gs, Vgg — oo 
M;(n) | ii = @; Xio = Nos Non Mis Nas — N° App - 
Dann liefert das obige Verfahren die Relationen: 
Mi(m) | 2 81 + 80 + En = ©; 
M, ( (n) | Des + Fes —0@, 


und bei gleichzeitiger Invarianz gegenüber M,(m), EC ) 


(KIT) 


durch Addition: 
(X IT) Eu1 + &19 + Ee1 + €9e = ©. 


Die letztere Relation hätte man wiederum direkt. durch 
Anwendung von Æ(m) auf beide Paare (x, Lo)» (Y: Y2) 
erhalten kônnen. 

Die Ausdehnung auf mehrere Urformen 150 4 
bedarf nur geringer Modifikationen. Die Darstellung (1) 
von J(a) erweitert sich zu: 


J US 
Fa) L [(a), (@), (c), -..] “td 
—= de as a az 1 a bu ba bas: b! 2 nn — Det : 
Woraus folgt, das in (XII), (XITa), ee b), (XIII), (XIIT/ ÿ 
(XII ) jedes &3 durch 8; + mix + ... = ex zu ersetzen 
"oi Fo AC 


ist. Mithin gilt: PR 
Satz IV. ,,Für eine Invariante J{[(a), (b), (c), ...] 

der Bilinearformen f,g, h; ... — gegenüber be- 

liebigen Substitutionen $,, 8, — fallen die beiden 
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Gewichte w,, «, bez. S,, $ zusammen, und J ist 
homogen hinsichtlich aller (a), (b), ... von einer 
Dimension d—2w=—2«,. Sind in irgend einem 
Terme von J &x, mix, --. die Exponenten von «;;, 
Dire er OT IR T 


Zen + £s1) — 2e + 621) = Dei + 820) = Des + 82) = 0, = 3 . 
7 f 


Bei kogredienten S,— $8, — S wird die Dimen- 
sion von J gleich dem Gewichte w, und die, 7,.. 
unterliegen nur den Bedingungen: 


2 Den PACE + Es) = 2 D 839 + Dee + €) = © 
fi f à sf 


Der Inhalt der Formeln De, + &,) — © usw. läBt 
F 


sich einfacher beschreiben, wenn man auch den Koeffi- 


zienten von f, g, ... hinsichtlich der einzelnen ,,Strek- 
kungen ,,Gewichte‘ beilegt. Man nenne ,,Gewicht‘ G;4 
VON 4&;g, Dix, -.. hinsichtlich einer M den jeweils infolge 


derselben erscheinenden Exponenten der äls Faktor hinzu- 
tretenden Potenz des betreffenden Streckungsparameters. 

Das ,,Gewicht‘ & irgend eines ,,Potenzproduktes‘* { 
(51a) wird erhalten als die Summe 


2(Gu 11 + Are Ge Gi Eu + Goo Ep) - 


Damit werden die Formeln (XIII), (XIITI’) sämtlich 
von derselben Struktur: 


(XIV) 2(G E1 +7 Go Ex + oi Es + Gao €) = @ , 
f 


wo jeweils für die G;, die den einzelnen Streckungen resp. 
Streckungspaaren entsprechenden Werte einzusetzen sind. 

Die Tatsache (XIV), daB jedes Glied # (51x) von J 
jeweils dasselbe Gewicht besitzt, drückt man kurz dahin 
aus, daB J ,,isobar‘“ ist bez. jeder M; das konstante 
Gewicht deckt sich mit dem Gewichte «, — «, resp. «w 
der Invariante. 

Über die Homogenität von J in Satz IV läBt sich 
noch Näheres aussagen. Die bisherigen Beispiele für In- 
varianten J von f,g,hk,... zeigen, daf J auch hinsicht- 
lich jeder Koeffizientenreihe (a), (b), (ce), .-.. einzeln 
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homogen ist. So war D, homogen quadratisch in den a, 
desgleichen D, in den db, ferner H,;, homogen bilinear in 
den a und b. Umgekehrt liefert aber z. B., unter 0, 6,7 
drei Zahlen verstanden, das Aggregat oD;+oD, +7tH;, 
eine Invariante von f, g, die wohl noch in den a und b 
zusammen homogen ist (mit d—2), nicht aber mehr 
einzeln homogen. 

Es läBt sich indessen allgemein eine beliebige ganz- 


rationale Invariante J[(a), (b), ...] beliebiger Urformen 
als ein Aggregat J, + J, + J; +... von solchen dar- 
stellen, die in jeder Reïhe der (a), (b), ... einzeln ho- 


mogen sind, so daB man sich auf derartige Bildungen J 
beschränken darf. 

Man greife zu dem Behufe aus J irgend ein Glied 
heraus mit einer Dimension d, bez. der a, und vereinige 
mit diesem Gliede alle weiteren von J mit derselben 
Eigenschaft. Dadurch entsteht ein Teilaggregat J4 von 
J, das in den a homogen von der Dimension d, ist. 

Irgend ein Glied in J4, habe in den b die Dimen- 
sion d,, SO vereinige man wieder alle Glieder von Ja, der- 
selben Art zu einem Aggregate J3,4,, homogen einzeln in 
den «a und b, von der Dimension d, resp. d. 

So fortfahrend konstruiere man ein in J enthaltenes 
Aggregat Ji Ja,a,a,…. das Sämtliche Glieder von J 
umfaBt, die einzeln in den (a), (b), (c), ... homogen sind, 
von den resp. Dimensionen d,, d;,, &, ... 

Sind damit die Glieder von J nicht erschôpft, so 
wäble man ein weiteres, in J, nicht enthaltenes Glied 
von J zum Ausgangspunkt und verfahre analog. Damit 
ist die gewünschte Zerlegung J = J, + J, + Jy+ ... er- 
reicht. Es gilt demnach der 

Hilfssatz. ,,Ein beliebiger, in den Koeffi- 
zientenreihen (a), (b), (c),...von Urformenf,g,h,... 
ganzrationaler Ausdruck J 1äBt sich als ein Ag- 


gregat J = Ji + Jo + ds; + ... von solchen Aus- 
drücken J,, J,, J;, ... darstellen, die in jeder 
Reihe der (a), (b), (c), ... einzeln homogen sind.‘ 


Für den vorliegenden Fall von bilinearen Urformen 
ist noch zu zeigen, daB jedes der Teilaggregate J,, J,, J3,... 
für sich die Invarianteneigenschaft (XI) resp. (XI) besitzt. 
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Nun bleibt J bei jeder der Schiebungen À (45) un- 
geändert. Aus der Gestalt von (46): aix = &z-+ oalx, wo 
stets einige der af; mit gewissen der a;, identisch sind, 
während die übrigen verschwinden, geht hervor, daB ver- 
môge einer À irgend ein Glied z. B. von J, stets wieder 
nur in ein solches von J, [d. h. mit denselben Einzel- 
dimensionen in den (a), (b), (c),...] übergeht. Das 
gleiche gilt von J,, J,,... 

Die Gewichtsregeln sind aber für alle J,, J,, J3,... 
dieselben wie für J selbst. Der Satz IV läBt sich da- 
ber einfacher und vollständiger so formulieren: 

Satz IV’. ,,Eine Invariante J[(a), (b),...] von 


Bilinearformen f, g,... ist darstellbar als Aggre- 
gat J+dJs:+d;+..., wo jedes Teilaggregat in 
jeder der Koeffizientenreihen (a), (b),... einzeln 


homogen ist. 

Diese Teilaggregate sind selbst Invarianten 
von f,g,..., und die Gesamtdimension d von J 
ist gleich 2, —2a, resp. gleich wo, je nachdem 
die Invarianz von J für beliebige oder nur für 
kogrediente S,, $, in Frage kommt. 

Ferner ist J im ersteren Falle hinsichtlich der 
einzelnen Streckungen M, im letzteren Falle hin- 
sichtlich der gleichzeitigen Streckungen M,(m) von 
di, Y resp. M,(n) von &, y; isobar; in beiden Fällen 
ist das konstante Streckungsgewicht zugleich das 
Gewicht æ, = «, resp. w der Invariante selbst. 

Die zuerst ausgesprochene Zerlegungseigen- 
schaft von J gilt auch für Urformen beliebiger 
Ordnung.‘ 

Die angestellten Überlegungen lassen sich ausdehnen 
auf den Fall, wo die invariante Bildung 


J — J{(a), (b),..., (di, de); (Yi, Y2)] 


auch noch die Variabelnpaare (oder wenigstens eines der- 
selben) enthält: J heiBt dann eine , Kovariante‘ der 
TDR. (ES, + 29). 

Man beachte, daB bei einer Kovariante J, gemäB der 
Definition: 


É TI), (D, Cis &)s ns 


= A: 4% J[(a), (b), -.., (m1, &), (1 Ye)] 
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die Bezeichnung der Variabeln irrelevant ist, daB also die 
Paare (x,,«), (y,, y) ersetzbar sind durch andere (x, æ2), 
(y{, y$), falls letztere nur jeweils denselben Substitu- 
tionen $,, $, unterliegen wie die ersteren. Man füge jetzt 
den Urformen f,g,... zwei Linearformen {;, l, hinzu: 


(56) Lin +dt:, = Yi81 + Y28; 
so gehen diese vermôge S,, S, (2) über in neue Linear- 
formen À:, À,: 


(67) LEZ É(ri os + To 71) + Een Bi + Te À) = Ë Qi + 5 D 
A = (81 di + 80 Ya) + Ne (81 Be + 82 de) = M 01 + Me Go + 
_ Hier hängen die neuen Koeffizienten (o,, ©), (0,, G) 
mit den alten (r,,7.), (s,, «&) zusammen mittels der Sub- 
stitutionen : 
(58) Qi = 1% T2 V1 Co = Pa + Te D) 
Ci — 81%2 + 822» O2 = 81 Pa + 82 de 
wiederum mit den Determinanten 4,, 4 . 
Für das Folgende genügt es, die Substitutionen (2), 


also auch (58) unimodular anzunehmen (4, — À, — 1). 

Dann lautet ne SU von (58): 

(58) J pe — Qi Va = Qi + Ce Mis 
nie O9V2r Sa = — Ge + O0. 

Demnach transformieren sich ae Dis 08 die 
Koeffizienten (r,, r2), (8,, 8) von &, ly (56) linear mit den- 
selben Koeffizienten und Determinanten wie in 8, &, , 
nur daB die ersteren jeweils in gewisser Weise unter- 
einander versetzt sind. 

Soll vüllige Übereinstimmung von (58) mit (2) ein- 
treten, so ändere man nur die Schreibweise der Koeffi- 
zienten in (57); indem man sie gleichfalls als gewisse — 
von den (#,%,) (y, y) unabhängige — Variabeln an- 
sieht, bezeichne man sie mit (æ{, —aæ{), (y, —y{), die 
transformierten GrôBen mit (£4, —£{), (73, —n{), So lauten 
die Formeln (56), (57), (58’) nunmehr: 


(59) Re — Lo % lb = YiY2 — Ye Yi: 
h=bé—-EE, 1 = mm —mn; 

(60) sas 2 = Et + dE, 
Yi = on Pons,  YE —= Ya mi + don à 
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wo jetzt die Substitutionen (60) mit resp. $S,, #, (2) 
kogredient sind. 

Bei kongruenten Substitutionen $, — $, — S genügt 
es, zu den f, g eine einzige Linearform /, (56) hinzuzu- 
nehmen, und einmal mit Koeffizienten à, —x1, das andere 
Mal mit Koeffizienten y, —y{ zu versehen. Damit ist 
bewiesen : ; 

Satz V: ,Eine Kovariante J = J{(a), (b),..., 
(æ1, æi), (y, y)] bilinearer Formen f(&,&, Yi: We): 
9, ..., — gegenüber beliebigen unimodularen Sub- 
stitutionen U,, U, der (x, æ), (v,, Ye) — 1äB8t sich 
auffassen als simultane Invariante eines Systems, 
das auBer f,g,... noch zwei Linearformen 


_— , 1 A — / / 
La —d4 M, = YYi —YYi 


enthält. Bei Beschränkung auf kongruente U, = U, 
genügt eine einzige Linearform /;—{, in dem Sinne, 
daB sowohl (x,,æ), (y:, %) wie (æi, x), (yi, y5) zu- 
gleich der Substitution U unterliegen.‘* 

Nunmehr ziehe man wieder als erzeugende Substi- 
tutionen der U,, U, die Schiebungen À (9), (10) heran. 
Die Substitutionen (60) nebst ihren Umkehrungen redu- 
zieren sich z. B. für À,(h,) auf: 


dure liés, dé, 


RSS RAC / Pa? 
E=æ—hx, Es = 3 ;, 


(61) 


und entsprechend für die drei andern À. 

Dehnt man daher das in (45) bis (IX), (IX’) resp. 
(X), (K’) niedergelegte SchluBverfahren auf die hinzu- 
tretenden neuen Koeffizienten (£, &), (m1, m2) aus und 
läft hinterher die Akzente wieder beiseite, so ergibt sich, 
daB bei beliebigen unimodularen U,, U, eine Kovariante 
HE), D),0-2 ns @)e Gus le vonf, 9. rmit 
Hilfe der Bezeichnungen (IX), (IX’), den vier Bedingungen 
genügt: 


£ DJ 0J 
(AG)|XA-2 0, (ke) | > H, DD 
21 : sg L 
Ô Êe 
D sr, 24 ue 
A;(h) | 2 Y2 y 0, 4,(). °° Yi y 0 


Meyer, Allgemeine Formen- und Invariantentheorie I. 10 
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die sich bei kongruenten U, — U, zusammenziehen auf 
die beiden: 


0J 0 J 
ZR+ZR-(n 5 +u)=0, 
f ÿ y 
(Ka) 


S 0J 0J 
D +22 (use - +n se) = 0: 


Enthält J im besondern nur eines der beiden Variabeln- 
paare (x, æ), (Y;, Ye), So kommen von selbst die jeweils 
auf das andere Paar in (Xa), (Xa’) bezüglichen Terme 
in Wegfall; hängt J gar nicht von den Variabeln ab, 
wird also zur ,.invariante‘* in engerem Sinne, so redu- 
zieren sich (Xa), (Xax’) auf (X), (X’): 

Satz VI: ,Die linearen partiellen Differential- 
gleichungen, denen eine Kovariante 


J = J{(a), (b), ..., (mi, 2%): (Yr Ye)l 


der Bilinearformen f,g,... genügt, unterscheiden 
sich von den in (X) resp. (X’) für Invarianten J 
der f, g,... aufgestellten nur dadurch, daB die 
linken Seiten von (X) resp. (X’) jeweils um dieTerme 

0J 0J 0J OJ 

La 02, ? di ui Yo dy, ? Yi Ys 

0J 0J 0J 0J 
resp (3 Yo En (a ue . 


Zu vermehren sind.‘ 

Abhnlich bedürfen auch die Gewichtsregeln für In- 
varianten nur geringer Abänderungen, um für Kovarianten 
zu gelten; letztere seien vorderhand in den Koeffizienten 
wie in den Variabeln ganzrational, und überdies in jedem 
der Paare (x, *), (ye, yo) homogen, von einer Dimen- 
Sion dx resp. d, 

Die Kovariante J ist in Verallgemeinerung von (5x) 
ein Aggregat von der Struktur: 


(519) d 2e a ai a ae bp os Die De. cho gige = Zot, 
+ = dr, Ji + le = dy). 
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Bei einer Streckung z. B. Mi(m,): x = m,Ëë, a, — 
wird nach (11): 


Da = Min yo = Mio s os = op»  À9g = po 


Bildet man daher irgend ein Glied ct von (518) in den 
La 


ik Piks --., SOWie in den neuen Variabeln &, — ; 
M 
Éa = Lo 3 Mi = Y15 Mo = Ye, SO Wird es gleich dem ursprüng- 
Z,Eutes)-h 
lichen, multipliziert mit m{ ; zufolge (XIx) muB 


dieser Faktor stets mit m‘: übereinstimmen, d. h. es ist 
De + 89) — À = w,, und umgekebrt, ist diese Bedingung 


T: 

erfüllt, so verhält sich J auch invariant gegenüber der 
Streckung M,(m,). Verfährt man gemäB (11), (12) analog 
mit den drei anderen Streckungen, so ergeben sich als Er- 
weiterung von (XIII) die Relationen: 


M,(m) | D (En +eo)—A=0, M,(m)| 2e: + €29) — lo = , 


S 


1) DAC +) =, Mi(n) | DE + 829) — Lo = O9 ; 
Je Lil 


(XIII à) 


die also einzeln jeweils aussagen, daf J gegenüber je 
einer M,(m,), M,(m:), M,(n,), M,(m) relativ invariant ist. 

Denkt man sich die Relationen (XIITx) sämtlich *) 
erfüllt, so folgen noch einige weitere daraus. Durch 
Addition der beiden ersteren resp. letzteren kommt als 
Ausdehnung von (XIIa), (XII): 


DE + 0 + En + &e) — d = 20, 
f 


DACT “in ÉD Tr ét és) dy — 2 ©» . 


(KIT à) 


Hier ist die links auftretende konstante Summe © die 


Dimension von J hinsichtlich aller Reïhen (a), (b), ... 
die mit d4 bezeichnet sei. Die beiden Gleichungen (XII«) 


*) Ein Teil der folgenden Schlüsse bleibt gültig, wenn die 
Relationen (XIIL«) nur zum Teil erfüllt sind. 


10% 
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sind ersetzbar durch die beiden, vermôge Addition und 
Subtraktion daraus hervorgehenden : 
2 dx — (dy + dy) = 2(01 + ©) ; 
dy — à — 2(&, — 3) . 


Subtrahiert man andererseits in (XIIIx) die dritte Glei- 
chung von der ersten, die vierte von der zweiten, so ergibt 
sich das Paar: 


Des — 1) + —h = —0, 
F 
J 


(XILP) 


XITy 
BELL DE — Es) + Us — L = D — 0, 
À 


deren Addition wieder zur zweiten Gleichung (XII) führt, 
Subtraktion dagegen zu: 


(XI) 2288 — Eg1) + (li — Le) — ( — À) = 0. 


Aus (XIL), (XITS) erkennt man noch, daB die Differenzen 
dx — dy, dx — d, (und damit auch d, — d,) gerade Zahlen 
sein müssen. 

Für kongruente Substitutionen $S, — 8, — S mit der 
Determinante À zieht sich die Definition (XIx) einer Ko- 
variante J zusammen zu: 


(XL a’) : J[(x), (B) ; 5 (és és) UE 72 )] 

— A°J{(a), (b),...; (a, æ), (1, Ye)l ; 
und die zugehôürigen Gewichtsregeln resultieren wie bei 
(XITI”) durch Addition der linken Seiten der ersten und 
dritten resp. zweiten und vierten der Gleichungen (XIIL«), 


wäbrend rechts gemäB (XIx’) «, + «, durch « zu er- 
setzen ist: 


22 E1 F &e + En) (4 + H)= ©, 
(XIIL a”) 


> E9o + Ey9 + Eos) ( + Le) = ©. 


Addition undSubtraktionliefert für dy = De, +e,9 +60 +89): 
DA LT) ee op le 


(XI a”) 2 Zu — 639) — (4 + du) + (à + WU) = 0, 


so daB d, + d, gerade sein muf. 
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Verbindet man diese Regeln mit dem Satze VIII des 
$S 6, wonach eine beliebige Substitution S, erzeugbar ist 
durch A,(k,), A,(k), nebst M,(m,) — oder auch M,(m) 
oder auch E(m) — und entsprechend $,, so ergeben sich 
weitere Zusammenhänge. 

Wählt man z. B. À.(h.), 4,(m), E(m) für S,; A,(1), 
A,(4), E(n) für S, als erzeugende Substitutionen, so er- 
kennt man, daB jede in den (a), (b), ...; (&,, æ&), (y1, Yo) 
ganzrationale und in letzteren je homogene Funktion, die 
emmal gegenüber allen unimodularen U,, U, ungeändert 
bleibt und sodann die beiden Gewichtsrelationen befriedigt: 


(XII «) d—d=2@, dd —d,—=2,, 


bereits eine vollständige Kovariante der f, g, ... ist, so 
daB die weiteren Gewichtsregeln von selbst erfüllt sind. 
Entsprechend genügt bei kongruenten Substitutionen S, —S$, 
schon die einzige Gewichtsrelation (XIIx’), und Analoges 
findet bei Auswabhl anderer Fundamentalsubstitutionen statt: 

Satz VII ,,Eine Kovariante der bilinearen 
Formen f,g,... genügt auch den Gewichtsregeln 
(XIII «) resp. (XIIT«’), nebst den daraus abgeleiteten. 
Wei man, daf ein ganzrationaler, in den (x, æ), 
(Y1, Y) je homogener Ausdruck gegenüber uni- 
modularen S$,, #, ungeändert bleibt, so genügt, 
damit der Ausdruck zu einer Kovariante wird, 
bereits ein Teil der Gewichtsregeln, je nach der 
Auswahl der Fundamentalsubstitutionen, aus 
denen man sich S,, S, resp. S erzeugt denkt.“ 

Auch der Satz IV’ über den Isolarismus einer In- 
variante -läBt sich sofort auf eine Kovariante übertragen, 
wenn man den Potenzen xx, x, y“, y#: resp. die Gewichte 

À, —À, —u, —yu beilegt — und damit den Potenz- 
produkten œhak, y“yt die Gewichte —(4 + %), 
—(u, + uw) — je nach der Streckung M,(m,), M,(m), 
Min), Mi(n). 

Zu einer insbesondere auch für praktische Berechnungen 
wichtigen Eigenschaft einer Kovariante (Invariante) J ge- 
langt man auf Grund der in $ 6 untersuchten reziproken 
Substitution R,: x, — & , 4 = Ë, resp. Ro: Yi = Mo » Ye —= M: 

Wird P, auf f, 9, ... ausgeübt, so vertauschen sich 
1 UN dy, do und 4 usWw., und analog bei À, a, und a, , 
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d, und &, usw., andererseits, wenn man die Bezeichnung 
der Variabeln beibehält, +, mit , resp. %, mit %. Wird 
dagegen À, zugleich mit À, ausgeübt, so vertauschen sich 
die a; Und @, Go UNA dy, USW., Oder, wie man sagt, je 
zwei ,symmetrisch gelegene‘ Koeffizienten. Da die 
Determinante einer À gleich —1 ist, gilt: 

SatzVIIL. ,,VertauschtmanineinerKovariante# 
der Bilinearformen f, g,... jeweils die a, und &;, 
ay und a», usw., und zugleich x, mit x, so bleibt K 
ungeändert oder wechselt das Vorzeichen, je nach- 
dem das Gewicht æ, bez. (x, x) gerade oder un- 
gerade ist. Das Entsprechende findet statt bei 
gleichzeitiger Vertauschung der a; und @z2:;, @: 
und 4», usW., und, hinsichtlich des Gewichtes 
bez. (y,, y). Setzt man beide Operationen zu- 
sammen, vertauscht also jeweils symmetrisch ge- 
legene Koeffizienten, sowie +, und æ, Y, und %, 
so bleibt À ungeändert oder wechselt sein Vor- 
zeichen, je nachdem das Gesamtgewicht © — ©, +, 
gerade oder ungerade ist. Nur der letztere Fall 
tritt bei kongruenten Substitutionen S, = S, —S 
ein: æ bedeutet dann schlechtweg das Gewicht 
von À. Bei Invarianten hat man sich auf die 
Vertauschungen der Koeffizientenzubeschränken. 


Wie in $ D heiBt eine Kovariante (Invariante) gerade 
oder schief, je nachdem das bezügliche Gewicht gerade 
oder ungerade ist. 

Aus den für bilineare Formen gewonnenen Ergeb- 
nissen lassen sich im besonderen die für quadratische 
Formen f (t,, œ) = @,,2? + 2 &i9 di &o + Goo 43, usw. ableiten, 
wenn man festsetzt, daB einmal jeweils &,9 — 9 » Dy9 —D91,..., 
andererseits +, — y,, à, —%, und damit von selbst S, = 8, 
sein soll. 

AIS Vorbereitung für die allgemeinen Untersuchungen 
des nächsten Abschnittes seien indessen die für quadratische 
Formen spezifisch Platz greifenden Überlegungen kurz an- 
gegeben. Man schreibe lieber wie früher: 


(62 ff &) = dat + 2m + ad, 
9 = g(m, Le) = Vo di + 2b,@%% + be a, 
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Vermôge einer Schiebung À,(h,): m=&+hME, m —=E& 

geht z B. f'(&, #) über in o(é,, &): 

(63) Pé, &) = Ë +2mËé to, 

(64) a =, = dt, a = di +2 +æ. 
Für h,—0 werden die « wieder zu den a. Ist 


0 — (% 
a1(0) = (LT 
S 1 


(65) x5(0)—=0, ai(0)—1-&, x:(0) =2-æ. 


| , So hat man: 
/ li =0 


Der Ausdruck (a, , a, &) — J(a) soll gegenüber À,(h;) 
ungeändert bleiben: 


(66) Ai(h) | J(œ) = J(a) . 


Die Entwicklung der linken Seite nach Potenzen von à, 
liefert: 


rs dJ(x) 
(67) J(x) — J(a) + h, HUE =) ASE 
Wegen (66) ist insbesondere: 
dJ(x) 
= 0. 
bi dh; (h=0) 
Da aber 


dJ(x) ÔT dép , 0J du 0J dœ 
ALU, Ah 0m 0h DUO X, di 

so ergibt sich für k, — 0 gemäB (64), (65), wenn J(a) mit J 
bezeichnet wird: 


7 ôJ 
(XV,) 14 de D pes 


Die der zweiten Schiebung A,(h): tm =&, de = Es + ho Ë, 
korrespondierende Differentialgleichung geht aus (XV;) 
durch Vertauschung von a, mit & hervor: 
- O0 J 0 J 

Bei einer simultanen Invariante J von f,g,... (62) 
treten vermôge (67), (68) an die Stelle der linken Seiten 
von (XV,), (XV) die entsprechenden, über die Reïhen der 
(a), (b), ... zu summierenden: 


di 
(XVI) 4 J oJ 
7. | 0 
PR ( 54 de : | 
Für eine Kovariante J[(a), (b),...; x, x] gelten 


genau die Überlegungen, die bei bilinearen Formen von 
kogredienten Variabelnpaaren zu (Xax) führten. Die 
Differentialgleichungen (XVI) erweitern sich daher für 
eine Kovariante J zu: 


0J OJ oJ 
. De = a — 
>"(1 GE pe +2. Fe) La Les 0 


(AVI À € êJ êT oJ 
* d 7 — + 2 — 1}, 
Gi He Monte | don 
und es gilt: 
Satz IX. ,,Bine Kovariante J[(a), (b), ...; x, æ)] 
der quadratischen Formen f, g,... genügt den 


beiden linearen partiellen Differentialgleichungen 
(XVID); reduziert sich J auf eine Invariante, so 


Q) ro] 
kommen die Terme —*x, 2 > —4 2 in Wegfall.‘* 
0œ, 100 


Man gehe zu den Streckungen M,(m,), M,(m,) über: 
Koeffizienten x kommt: 


4 


(69) Fr [Ro = Mid, M=MU, As —@; 
M,(ms) | Xo — Lo » = Mo Oo — M». 

Danach werden den «a, a,, a, bez. M,(m,), M,(m,) die 
Gewichte 2, 1, O resp. 0, 1, 2 beigelegt, und analog den 
bo; b,, b:, usw. 

Eine Invariante J von f, g, ... habe die Gestalt: 
(70) J = Dear aan brbmbm ...; 
irgend ein solches Glied von J erhält bez. M,(m,) das 
Gewicht @ — 2(26, +) und bez. M,(m) das Gewicht 


f 
Ga = > (2 € + &). 


LT 
7 
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Die Invariante J soll gegenüber irgendeiner Substitu- 
tion $S von der Determinante À vom ,,Gewichte‘‘ « sein: 
COVER D AE TT (a), O),.-21]. 

Setzt man in einem Gliede von (70) die neuen Ko- 
effizienten ein, so unterscheidet sich das neue Glied vom 


Este) D'Es+e) 
alten um den Faktor m{ resp. m{ , der für 


S— M,(m,) resp. — M,(m,) mit m° resp. m>; übereinstimmen 
muf. Also ist J isobar, d. h. in allen Gliedern bezüglich M, 
und W, vom konstanten Gewichte «w, dem Gewichte von J: 


(IX) ZCaot+a)=o, Z(2a+a)=0«. 
5 T6 


Diese beiden Gewichtsrelationen sind gleichwertig mit den 
durch Addition und Subtraktion entstehenden: 


(XXa) >'(o+a+s)=d4=0, (XXb) Di =2>e, 


wo d,; wieder die Dimension irgendeines Gliedes von (70) 
bedeutet. Die Relation (XX a) sagt für sich aus, da J 
gegenüber einer Erweiterung ÆE(m) invariant ist; J ist 
dann hinsichtlich der Gesamtheit der (a), (b),... homogen 
von der Dimension d; — ©. Man beweist, wie oben bei 
bilinearen Urformen, daB J in ein Aggregat einfacherer 
Invarianten J, + J, + J, + ... zerlegbar ist, deren jede 
in den (a), (b),... einzeln homogen ist. 

Ferner gilt wiederum gemäB dem Satze VIII des $ 6, 
daB, wenn ein Ausdruck J gegenüber beliebigen unimodu- 
laren $ ungeändert bleibt, von den drei Eigenschaîften 
(XIX), (XX a) bereits irgend eine hinreicht, um J zu einer 
,vollständigen‘* Invariante im Sinne von (X VIII) zu machen. 
Übt man endlich auf die Urformen (62) eine R aus, so 
daB sich je zwei symmetrisch gelegene Koefïfizienten a, 
und & , bd, und b, usw. vertauschen, so bleibt eine In- 
variante J ungeändert oder wechselt das Vorzeichen, je 
nachdem das Gewicht w gerade oder ungerade ist; J heiBt 
wiederum dann ,gerade‘ oder aber ,,;schief. 

Das alles überträgt sich mit geringen Ânderungen auf 
in den *,,x, homogene Kovarianten J{[(a), (b), ...; æ,,&)], 
die also der Definition genügen: 


(XVIH”) J[(x),(8), ...; &; &]= 4° [(a), ©), ...; m,æ)l. 
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Ein solcher Ausdruck ist von der Struktur: 
(70) J= S'eavara»brbnbr...axnar, (L+2 —dh) 
wo d, die Dimension in den Variabeln ist, dy= D (e0 + €; +6) 


die Gesamtdimension in den Koeffizienten. 7 


2 C4 x ) 
Da bei M,(m.), M,(m) ë — TeSp. eo — . wird, 


so tritt an Stelle von (XIX): 1 2 

MIX) Date) dE, D'P&+a)—4=o, 
j F 

oder auch, wenn man addiert und subtrahiert: 

(XX 2’) 24 —d =20, (XXb') 22/6 —&)= 1h —2, 


so daB d, (und damit auch 1, — À) eine gerade Zahl sein 

mu. Gibt man den Termen xx, «> resp. bezüglich M;(m;), 

M,(m.) die Gewichte —1,, —2 , also irgendeinem Gliede 

von J (70) das Gewicht D(26,+e,)—2À, resp. D'(2&4+8)—2, 
: f 


so ist dieses gemäB (XIX”’) für alle Glieder konstant, — «); 
J ist wiederum isobar. Bei einer À vertauschen sich in J 
auBerdem a, und a , b, und b,, ..., auch x, und x, was 
zu (XX b’) führt, und J bleibt ungeändert oder wechselt 
das Vorzeichen (ist gerade oder schief), je nachdem « ge- 
rade oder ungerade ist. Zusammenfassend hat man: 


Satz X. ,,Eine Invariante J quadratischer Ur- 
formenf,g,h,... erfüllt die linearen partiellen Diffe- 
rentialgleichungen (XVI), ist homogen, sowie hin- 
sichtlich beider Variabeln isobar, von der Dimen- 
sion und dem Gewichte w; von den letzteren drei 
Eigenschaften genügt bereits irgend eine, um 
einen ganzrationalen Ausdruck J als Invariante 
zu Charakterisieren, sobald J bei unimodularen 
Substitutionen ungeändert bleibt. Bei gleich- 
zeitiger Vertauschung symmetrisch gelegener Ko- 
effizienten bleibt J ungeändert oder wechselt das 
Vorzeichen, je nachdem das Gewicht « gerade oder 
ungerade ist. Eine Kovariante J von f,g,h,...ge- 
nügt den Differentialgleichungen (XVIL), ist in den 
Koeffizientenreihen (a), (b),... homogen von der 
Dimension d=æ—144,, wenn die gerade Zahl 4, die 
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Dimension von J in den Variabeln bedeutet, und 
ist isobar bezüglich x, und x, vom Gewichtecw. Für 
einen bei unimodularen Substitutionen ungeändert 
bleibenden, in den *,, homogenen Ausdruck J 
genügt wiederum irgend eine jener drei Eigenschaf- 
ten, um J zur Kovariante zu machen. Das Ver- 
halten gegenüber einer reziproken Substitution R, 
wobei jetzt auch x und x, zu vertauschen sind, 
ist dasselbe wie bei einer Invariante.‘ 

Eine Kovariante darf auch mehrere kogrediente Reiïhen 


von homogenen Variabelnpaaren (æ,, æ), (y, Ye), ... ent- 
halten (die also sämtlich jeweils derselben Substitution S 
unterliesen); sind dann 4,4, ..., resp. LÀ, &, ... die 
CRAN Ji, TND. da, Vos. lee dde 
die Dimensionen À, + 4, , 4 + HW, ... bezüglich der Paare 
(m, æ), (d,U),-2., sothat man nur in (XIX’), (XX!) 
A, 2, d resp. zu ersetzen durch À + u + ..., À + 
SEE DAC QE 0 1e ORNE 


Aus den Differentialgleichungen (XVIII) für eine Ko- 
variante J 1läft sich für deren Koefïfizienten eine Reihe 
wesentlicher Folgerungen ziehen, auf die allgemein in $ 15 
näher eingegangen werde. 

Die Formeln dieses Paragraphen môgen an einer Reihe 
von Beispielen illustriert werden. Nachdem man auf 
Grund der Gewichtsregeln festgestellt hat, was für Potenz- 
produkte in einer Invariante (Kovariante) auftreten — man 
nennt dies den litteralen Teil der Aufgabe — dienen die 
Differentialgleichungen zur Ermittelung der unbekannten 
numerischen Koeffizienten der Potenzprodukte. 

Ist J eine Invariante, w irgendeine Zahl, so ist auch 
uJ eine Invariante; man wird daber umgekehrt eine In- 
variante J noch mit einer geeigneten Zahl w multipli- 
zieren dürfen, um sie in der einfachsten Gestalt zu re- 
präsentieren. 

Es sollen die linearen und quadratischen Invarianten 
einer quadratischen resp. bilinearen Urform, und die bi- 
linearen .Invarianten von zwei solchen ermittelt werden, 
und zwar bei bilinearen Formen für inkongruente wie für 
kongruente Substitutionen. Der Grad der jeweiligen In- 
variante werde als Index angehängt. 
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(1) Lineare Invarianten J, einer f». 


Nach (XX) ist € — & — 1; da J; bei Vertauschung 
von 4, und & das Zeichen wechseln müfte, kôünnte J nur 
gleich a, — a, sein. Nach (XIX) wäre aber 2 & + & = 286 
+ &, = © — 1, also kann &, — «& nicht gleich 1 sein. Es 
gibt also keine lineare Invariante einer /f, . 


(2) Quadratische Invarianten J, von f,. 


GemäB (XX) ist d=2, 4 —=&, 28 +a—=2, 80 das 
für die Potenzprodukte der a in J, nur die beiden Môg- 
lichkeiten €, = & —0, & = 1 und & — 6, —1,  —0 bleiben. 
J, ist somit eine lineare Kombination pa, a, + ca von 
4 & und a. Nach (XVI) wird aber g9o—0, mithin 
wird J, zur Diskriminante D;= «ça, — af [$ 5, (XII), 
S. 50]. 


(3)  Bilineare Invarianten J,; von f, und do - 


Es liefert (XX): d=w—=2, & + no = € +%, und 
(XIX): 2(6 + 70) + (a+m)=2. Zu &—=1 gehôrt m—1, 
ÿo = M = 0, entsprechend zu & = 1: M = 1, m—"7 — 0; 
endlich zu &4 = 1: Mm—1, 9 —%: —0. Da ferner J, ; 
bei gleichzeitiger Vertauschung von a, und & , b, und b, 
ungeändert zu bleiben hat, so muB J, , die Struktur be- 
sitzen: o(as ba + do bo) + 6 &b,. 

GemäB (XVI) kommt aber 6+20o—0, also etwa 
für o—1,6——2. Mithin existiert J, , nur in der be- 
reits bekannten Bildung H = a,b, + a,b, — 2a,b,: [S 5, 
(XV), S. 54]. 

Dieselben drei Aufgaben werden jetzt für bilineare 
Urformen f;,1 resp. g:1,1 behandelt, zunächst für inkon- 
gruente S,, S. 


(1x) Lineare Invarianten J, von f;:. 

Nach (54) wäre dy; = 1 = 2o, — 2,, was nicht ein- 
treten kann. 
(2x) Quadratische Invarianten J, von fa we 

Nach (54) hat man 


Y=2=20—=20, also = —1. 
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GemäB (XIII) wird ei + ê59 = €o ++ 699 = En + Eoi = 60 
+ Eos = 1. Da &, —2 unmôglich ist, existieren nur die 
beiden Lôsungen: 


En = 0x êjo = Er] = 1, €9e = 0 
und 

En = 1 ; js — 81 = 0, 2 1. 
Es kann also /, nur die Glieder 4,,-4a,, und a, -4,, ent- 
balten, und da J, bei Vertauschung von a, mit &», ds» 
mit 4, das Zeichen wechselt, fällt J, zusammen mit der 
Determinante von f11: D; 4,02 — &e@y [8 9, (D, 
5, 120]: 


(3x) Bilineare Invarianten J, , von fi, und g: 1. 


Man hat wiederum wegen (54) d —2 = 2, = 2 «, ; 
@, = 0, =1. Aus (XIII): &5 + ui + 80 + Mo = E1 + Var 
 €29 À Mes = ns À Mas À Eo1 + Mar = Ee + Mig À Eo9 F Mas = 
entnimmt man, da in J;, nur die vier Glieder a,,-b, , 
A9 * V1 201: 10,2 auftreten kôünnen. Bei Ver- 
tauschung von a, mit @,, D, mit Dos, Go Mit @, D 
mit b,, darf sich J, ; nicht ändern, d. h. in J, , kommen 
nur die Verbindungen 4,, bo» + Goo Di1 » G19091 + Ge 0e VOT. 
Andererseits wechselt J, ; das Zeichen bei Vertauschung 
VON dy Mb djos Goo MID Goo Oy1 MG D,9, 03e mit b,,. So- 
mit ist J1, die in $ 9, (IV), S. 123 untersuchte Bildung 
H},9 = 1022 + A32 Dis — dis Das — dde. 

Wir gehen zu kongruenten Substitutionen 8, —#S,—#$ 
über. Die soeben festgestellten Determinanten D;, D,, so- 
wie H};, sind eo ipso auch jetzt Invarianten in dem 
engeren Sinne. Es fragt sich daher nur, ob es aufer 
diesen invarianten Bildungen in den Fällen (1x), (2x), (3x) 
bei kongruenten S noch andere gibt. 


(1 B) Lineare Invarianten J, von f;,:. 


Nach (XIL’) ist dy = 1 = æ, nach (XIIT”) 2e + &e 
+ &1 = 1, 1 —=8%9, also ist 81 — &3 — 0, und hierzu ge- 
hôüren die beiden Lôsungen &,, — 1, &, = 0 und €, — 0, 
& = 1. Damit wird J, eine lineare Kombination von 
&2 und &,, und da J, bei Vertauschung von a;, mit @; 
das Zeichen wechselt, stimmt J, überein mit der bereits 
bekannten Bildung 0; = a; — > [$ 9, (III), S. 123]. 
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(28) Quadratische Invarianten J, von fi,1. 


Nach (XIL’) ist 4 —2—œ, nach (XIIL) 2e: + & 
+e=2, &1—8%s. Für e,=1 folgt &3 = 810, 6 —1; 
ei —2 ist unmôglich; für e,, — 0 (also &, — 0) bleiben 
noch die drei Lôüsungen: 


o=l, ml; Eo—=0, 12; &s=2, En 0. 


Danach enthält J, nur die Glieder &,;-:@9, Ayo * doys fo) 
a, und zwar, da bei Vertauschung von a; und @», 
&y» und &, keine Ânderung von J, statthaben darf, die 
Quadrate a und ai in der Verbindung af + an. Es 
besitzt also J, die Struktur: 


Ja = 0 Gi Goo + 6 do An + T(ai + a) 
= © di 22 + (0 + 27) Aie dos + T(aie — An)? + 


Hier ist (a; — @&,)? gemäB (16) selbst eine J,, also 
fragt sich nur noch, welche lineare Kombination o 4, &» 
+ 0” Gjo Gyy VON yo UN 42 D, eine zweite J, liefert. 
GemäB (IX’) erhält man o+o—0, kommt also auf 
die ,Determinante‘* von f; 1: D;=— &@;;@99 — Go Go Zu- 
rück. Bei kongruenten Substitutionen repräsentieren dem- 
nach D; und (a;, — &,)°, und damit jede lineare Kombi- 
nation derselben die sämtlichen quadratischen Invarianten 
Von /i,1- 


(27) Bilineare Invarianten J;,1 VOn f1,1 und g:,1. 


Es existieren nur zwei Invarianten, einmal das Pro- 
dukt (&;> — &») (bo — b,) der beiden linearen Invarianten 
von f und g, andererseits die in (3) festgestellte Bil- 
dung H}y = 1099 + G9s 0i1 — io Vos — G»1059 , und damit 
wiederum jede lineare Kombination derselben. 

Die Ausführung sei dem Leser überlassen. 

Aufgabe 1. Der Fall (2) des Textes ist auszu- 
fübren. 

Aufgabe 2. Die Differentialgleichungen und Ge- 
wichtsregeln des Textes sind auszudehnen auf eine tri- 
lineare Urform f;,1,1, Sowie auf ein System von Urformen, 
das sich aus linearen, bilinearen und trilinearen Formen 
zusammensetzt; andererseits auf eine kubische binäre Ur- 


Differentialgleichungen und Gewichtsregeln für Invarianten. 159 


form /,, sowie auf ein System von Urformen, bestehend 
aus linearen, quadratischen und kubischen Formen. 

Aufgabe 3. Mittels der Differentialgleichungen und 
Gewichtsregeln für trilineare Urformen ist zu zeigen, da 
eine 711,1 keine lineare Invariante besitzt, weder gegen- 
über inkogredienten noch gegenüber kogredienten S *); 
ferner, daf zwei trilineare Formen nur eine einzige bi- 
lineare Invariante gegenüber inkogredienten wie kogre- 
dienten $S haben (s. Aufgabe 3 zu $ 10). 

Das Entsprechende gilt für eine resp. zwei kubische 
binäre Formen. 

Aufgabe 4. Es ist nachzuweisen, daB auch für die 
weiteren, in $ 9 und den Aufgaben zu $ 9 behandelten 
invarianten Bildungen die bezüglichen Differentialglei- 
chungen und Gewichtsregeln erfüllt sind. 


*) Wohl aber gibt es lineare ,partielle“ Invarianten einer 
faa,13 SO Z. B. sind @s — Gisi, Goio — Gos invariant gegenüber 
kogredienten S der (y), (2), während die (x) in Ruhe bleiben. 


Anhang. 
Symbolische Darstellung. 


Es werde an $ 7 und $ 9 angeknüpft. Nach $ 7, 
Satz IV war die notwendige und hinreichende Bedingung 
für das Zerfallen einer Bilinearform: 


(1) (ai, D 3 Yis V2) 
= f(@; 9) = ii Yi + Mio Mi Ya + Qi Do Yi + do Lo Va 


in zwei Linearfaktoren, deren jeder nur eine Reihe der 
Variabeln enthält: 


(2) f = (aa + à T2) (ai Yi + @3Y2) 
das Verschwinden der Determinante D, von f: 
(3) D; = &1 499 — Ayo ds : 


Trotzdem läft sich die Darstellung (2) als die einer 
allgemeinen Form f (mit D + 0) ansehen, falls man den 
Koeffizienten a, & ; ai, a; der beiden Linearfaktoren: 
(4) Ar Ut + As  Gy —= MY + AY 
eine veränderte Bedeutung unterlegt. Es seien die a,, & ; 
ai, a nur Symbole derart, daB, während im übrigen 
mit ihnen nach den Grundgesetzen*) der vier Spezies ge- 
rechnet werde, erst das Produkt eines a mit einem a’ 


eine reale Grôfe liefert, nämlich einen der Koeffizienten 
von f, nach den Gesetzen: 


(1) ma, Ma —=@2, ai = A, Ao A5 = A9 » 


*) Dabei kommen nur die Gleichheïitsgesetze der Arithmetik 
in Betracht: Ungleichungen zwischen Symbolen oder symbolischen 
Produkten sind im folgenden ausgeschlossen. Zumeist wird auch 
von der Division von Symbolen kein Gebrauch gemacht; zuweilen 


[s. unten bei (32) und (32’)] ist es indessen nützlich, sich der- 
selben zu bedienen. 
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: Damit nimmt in der Tat die Form f die Gestalt an: 
(32) Pt" 


Der Nutzen dieser ,,symbolischen Schreibweise‘‘ von 
f äuBert sich zuvôrderst bei der Ausübung zweier inkon- 
gruenter Substitutionen #S,;, S,, mit den Determinan- 
ten 4,, 4, auf f [vgl. S 9 (2)]: 


fu =AËä+BE&, S ÉN ro 


* (5), 8) 2 
; \|a=0é+DE&, Ya = Co M + De Me + 


Gehen hierdurch die symbolischen Linearfaktoren a,, 4 
über in es, &,: 
(6 L Ge = E(a À, + & OC) + (a B, +aD,)=aË+asé, 
Xn = (ai A2 + a5 Ce) + mo (ai Bo + ai De) = aim + Se, 
so transformiert sich die Form f (2’) in die neue Form œ: 
(7) J PE; mn = say = oi Em + Ain Ëime + Go Gi Éo Mi + Aa MS Ën 1) 
| = 161 À As die + Doro M + Mo » 
da es gleichgültig ist, ob die S,, S, in der entwickelten 
(ausmultiplizierten) oder aber in der unentwickelten 
Form f (2’) ausgeführt werden. 
Demnach sind die à;, %,; 1, à; die symbolischen 


Koeffizienten der transformierten Linearformen x:, œ; (6), 
so da, analog zu (1): 

(L) mai Gi, 303 = Qi y De OA = Hays Do NS = Do ; 
während auf Grund von (6) die alten Symbole mit den 
neuen verknüpft sind durch die linearen ,,induzierten‘* 
Transformationsrelationen, wiederum mit den Determinan- 
tent, 4; 

fu—-uAi ra, fai=aA4 +ac, 
la=aB+aD,; |loi=aB,+aiD,. 
Setzt man in’ (7) für die æ;, % ; x{, 2 ihre Werte 
aus (IT) ein und wendet nach erfolgter Ausmultiplika- 
tion die Formeln (I) an, so ergeben sich, wie es sein muf, 
die in $ 9 unter (5) resp. (5”) aufgeführten ,,induzierten‘* 
Transformationsrelationen zwischen den realen Koeffizien- 
ten @;, und a;;. Somit gilt: 


(M) 
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Satz IL. ,Auf Grund der symbolischen Dar- 
stellung (2’), (1) einer bilinearen Form f wird die 
Ausübung zweier inkongruenter Substitutionen 
$,, & auf f zurückgeführt auf die gesonderte Aus- 
führung der Substitutionen (II) in den symboli- 
schen Linearfaktoren a,, a; von f.“ 

Der Spezialfall kongruenter Substitutionen S; — &, 
erledigt sich damit von selbst. 

Aus Satz I folgt sofort, daB die durch Zusammen- 
fallen der y mit den æ aus f(x; y) hervorgehende binäre 
quadratische Form [$ 7, (46)]: 


(8) f(x; à) = à dx = à 21 + (aie + Go) Ti Te +. Ag 3 


eine (absolute) Kovariante von, f gegenüber kogredienten 
Si 5 180: 

Für die ,,lineare Invariante‘* à; = a, — & [S 9 (14)] 
erhält man vermôge (1): 


(9) Ôf = A9 — An = HA — AA = (aa). 


Derartige, aus Symbolen gebildete zweireihige Deter- 
minanten, wie (aa’), (ab) usw., heiBen nach Gordan *) 
..Klammerfaktoren. 

Bildet man bei kogredienten $, = S, = S (mit der 
Determinante 4) den transformierten Ausdruck 


Joie ne de = (UC). 


so ergibt sich aus (II) mit Hilfe des Satzes V des $ 6, 
daf (xx’)— A(aa’), d. i. die Invarianz von 6; gegen- 
über S [vgl. $ 9 (III)]. 

Um die Determinante D; (3) von f symbolisch dar- 
zustellen, genügt die eine Symbolreihe der 4, &; af, a; 
in (1) nicht mehr, da man verlangen muB, daB der Rück- 
weg von der symbolischen Darstellung zur realen ein ein- 
deutiger sein soll. Es würde aber z. B. das Produkt a, a{a, a; 
ebensowohl zu a;,,&, wie Zu &,,@, führen. 


*) Gordan hat den Prozef, der aus einem Produkte von 
der Gestalt a, a} resp. a,b, den Klammerfaktor (a a’) resp. (a b) 
liefert, als selbständigen Prozef unter dem Namen ,Faltung“ in 
die Symbolik eingeführt. Vgl. Gordan-Kerschensteiner, In- 
variantentheorie, Band II. Leipzig 1887, $ 1. 


| 
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Fübrt man dagegen eine zweite, mit den «,, &; a{, a, 
gleichwertige Symbolreihe b,, b,; b{, b; ein, die den zu 
(1) analogen Verknüpfungsgesetzen unterliegen, so daB f 
in der doppelten Gestalt erscheint: 


(2°) f = aa; =0b,b;, 


so wird die Mehrdeutigkeit der symbolischen Darstellung 
vermieden, und entsprechend wird man, wenn eine Form 
vom dritten, vierten, ... Grade in den a;; vorliegt, wei- 
tere Symbolreihen (c), (d), ... heranziehen, Hier erhält 
man für D (3) zunächst D — a;,a{b,b; — a, a5b,b{ = b,b{a a; 
— b,b; a, aj = a,b,(a’ b') = à, b,(b’a’), also durch Addition: 


(10) D; = A1 99 — Gio dy = 4(ab) (a°b°) 
Nunmebhr tritt [vgl. $ 9 (1)] der invariante Charakter 


von D gegenüber inkongruenten S$,, $, unmittelbar her- 
vor, denn es ergibt sich sofort: 


HD D HO b&p) +4 (at). 400b)=414).. 


Ebenso ist für eine zweite Bilinearform g: 


(2”) ga; y = MM, = biidiYi + bio Mi Ye 
+ Dos Do V1 + Dos Lo Yo ; 

(97) dy = (1), 

(10°) D, = {4(m) (’m 


Für die bilineare Invariante von f und g [$ 9 (17)|: 
H ;y = Qi1 03e + 99 Dis — Ayo Das — 21 Dis 

kommt 
Hy=auulLli+aalli—aa;Ll— a all = (al) (at), 
so daB sich H,, in irgend eine der symbolischen Gestalten 
setzen läBt: 
(12) H;, = (al) (a’l’) = (bm) (b’m') = (am) (a’m') 
— (b1) b’1)=.. 
woraus die Invarianz ne inkogredienten S,, S, er- 
hellt [$ 9 (IV)|. 


Um die beiden Funktionaldeterminanten #), 90 
[S 9 (26)] symbolisch zu schreiben, hat man dies PL 


11* 
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für die zweireihigen Determinanten p;x [L ce. (24)] der 
Matrix: 

ŒU, A; Aa; dy a3 | 
LU, Uk, LU, Ll 


Gyx Aiz os de 


bis bis be: bo | 


zu tun. Man erhält: 


(13) 


| 
| 
Il 
| 
| 


Le 
aa ; di A TN 
Die = ; ,|= (at), 
Li, LE 
a @i ; > 17 
Dsa = = 49 (al) ; 
M Oe, 


A4, AU . 
Pis = ; , | = æt(al), 
Lu, LU) 
aa, 4 
LL, Lt 


| 


(14) 
as (al) ; 


D 
| 
il 


_| 44, al Re 
LEZ . ' = 4 db BE —& all; 
HE 


da, da) 
able de dus 


LC OL) 


und aus den beiden letzten Formeln noch die Verbin- 
dungen : 


(15) L Pia À Pos — (al) (ail + as li), 
Pia — Pos = (al) (ah + œh). 
Nun waren die beiden Formen Ÿ®, 9) : 
(16) DO = D Pie + 2 Das + Di Le (Pia — Pos) ; 
DO = YÎPis + V2 Dos + Y1Ya (Pia + Pos) - 
Somit entsteht auf Grund von (14), (15): 
4) 
(a 1) =iaul+éal +an(ul +al) = at ; 
9) 


ab = yiaili + ya + yiys(ail + al) = a, 
(17) DO = (a l')at, O0 = (al)a!l, 
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und damit die Invarianz von Ÿ,, 0, gegenüber &$,, &, 
[S 9 (VI)]. 

Den Darstellungen (17) lassen sich, wie bei (12), 
solche analoger Struktur anreihen. Die beiden Kova- 
rianten Ÿ®), ÿ%) von f besaBen, auf Grund der Identität 
[592 Anm:#)l des $ 7: 


(18) P19 Psa + Pis Pas + Pia Pos = 0 Ÿ) 
die nämliche Diskriminante D [$ 9 (27)]: 
(19) Da = 4 Pio Psa — (Pia — Pos) = À Pis Pos — (Paa + Des)”. 


Behufs symbolischer Darstellung von D; sind je 
zweierlei Symbolreihen (a), (b) resp. (1), (m) zu benutzen. 
Vermôge (14), (15) liefert der erste Ausdruck von D, 
in (19): 
: D; 

(a’ 1”) (b'm") 


= 40, m + a,1,b, m, + a, lb, m + a, lb m 
— dl Mo — Ale Va Mi — Go 01 Me — Le he M 
= a mb) + a, b,(lm) + lm,(ab) + 1b,(am), 
oder auch, bei Vertauschung gleichwertiger Symbole: 


= — a Mb) — a, b,(tm) — L m,(ab) —1,b,(am), 


*) Diese Identität spielt gerade in der Symbolik eine wesent- 
liche Rolle, wenn es sich darum handelt, inhaltlich übereinstim- 
ende, aber äuferlich verschiedene symbolische Aggregate inein- 
ander überzuführen. Sind 4,, a; b,, b,; € , c,; d,, d vier 
gleichwertige Symbolreihen, also Koeffizienten von Linearformen 
@x, 0x, Cx dx, die kogredienten Substitutionen unterliegen, 80 ist 


(18°) (a b) (c d) + (a c) (db) + (a d) (bc) — 0. 

Man erhält diese Identität auch, wenn man aus den drei Glei- 
chungen 4x = 4x +@&t%, 0x = da +b,X, Cr =Gr+eX 
die æ,, x, eliminiert, in der Gestalt | 

(18”) ax(b €) + bx(c à) + Cx(ab) = 0, 


woraus sich wieder (18/) ergibt, wenn man %,, x, durch d,, —d, 
ersetzt. Endlich Jäfit sich die in Rede stehende Identität auch 
als Ausdruck des Multiplikationsgesetzes zweireihiger Determi- 
nanten [$ 6 (Satz V)]: 


(18’”) Gx by — ay x — (a b) (x y) 


ansehen wenn man %,, % ; Y,, y, resp. ersetzt durch €, —C;; 
d,, —d? 
29 112 
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somit durch Addition, nach Hebung des Faktors 2: 
(20a) Da = (a’l’) (b’m'){(am) (1b) + (ab) (m)} = 4’ + B. 


Verfährt man ebenso mit dem zweiten Ausdruck für 
D; in (19), wobei sich nur die akzentuierten Symbole mit 
den nichtakzentuierten vertauschen, so kommt für D; auch: 


(20b) Ds = (al) (bm) {{a’m'’)(t’b°) + (ab) (l’m’)} — À + B7. 

Bildet man andererseits vermôüge (10) und (12) den 
Ausdruck HŸ, — 4 D;D,: 

(21) H?,—4D,D,—=(am) (bt) (a’m") (b'1) — (ab) (m) (a°b”) (l°m") , 
so lehrt die Vergleichung von (20) mit (21), daB beidemal 
dieselben Teilprodukte vorkommen, nur jeweils in ver- 
schiedener Weise verbunden. 

Behufs Überführung von (21) in (20a) resp. (20b) 
setze man einmal im ersten Gliede rechts von (21) ge- 
mäB (18): 

(am) (b1) — (al) (bm) — (ab) (Em) , 
so geht (21) über in: 
H°,— 4D;D, = (a’m') (b’1") (at) (bm) 
— (ab) (Em) {(a’ db”) (Em) + (am) (b'7°) 


und bei nochmaliger Anwendung von (18) auf den Aus- 
druck in der geschweiften Klammer in: 


(21a) 3, 4D,D,este(4 44b)e 


Operiert man analog mit dem ersten Gliede rechts von 
(21), so kommt: 


(21b) Hi = ND,D AA pi) 


und durch Addition von (21a), (21b), mit Rücksicht auf 
(20a), (20b): 


2(H°, — 4 D,D,) = —(4 + B+ 4 +B')—=—21Dy, 
d. i. die Syzygie (XVIII) des $ 7: 
(22) HŸ, + Ds = 4D;,D, . 


Man kann weiter nach der realen Bedeutung der in- 
varianten Einzelausdrücke A, B, 4’, B’, sowie nach 
deren gegenseitigen Beziehungen fragen. Aus (20a) und 
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(20b)  folgt: À — 4’ — B — B', aus (21a) und (21b): 
A — A’= B'— B, mithin ist: 
(23) AA BB, Di = A + BP: 

Bildet man ferner die Differenz 

B — A — (al) (b'm'){(ab) (1m) — (am) (1b)} 

und berücksichtigt, daB der Ausdruck in der geschweiften 
Klammer gemäB (18) den Wert (al) (bm) besitzt, so hat 
man auf Grund von (12): 
(24) B—A—9#H;,, 
und aus der Vergleichung von (23) mit (24), sowie mit 
Rücksicht auf (22), ca sich einzeln: 
(25) B—=1(D: +Hf)=2D;D,, AÀ=4(Ds— Hi). 

Dié Gleichheiten A = 4”, B=B'—=2D;,D, lassen 
sich aber auch leicht direkt ableiten. Vertauscht man in 
A = (al) (mb).(a’m’)(b’1’) die Symbole a mit den b, die 
a’ mit den b’, wodurch der Wert von À ungeändert bleibt, 
so entsteht À —- (b1) (ma) (b’m')(a’l'), d. i. aber À”. 

Nimmt man die nämliche Vertauschung in B vor 
und addiert, so hat man 


2B—= (ab) (1m) {(a’ 1’) (b’m') + (a’m’) ({’b’}} 
und hier wiederum vermôge (18) 
2 B = (ab) (1m) (a’b”’) (l’m') = 4D;D,, 


und damit folgt zugleich B — B’, da sich das Produkt D;D, 
nicht ändert, wenn man die akzentuierten Symbole mit 
den nichtakzentuierten vertauscht. 

Wir gehen über zu drei bilinearen Urformen f, g, h: 


€ — __— — —— V4 —— OR 
(2) [= aa =b,b,, J=kh=MrMy ; R—=U, Uy = 03 0y 


mit den realen Koeffizienten a;4, big, x. Aus der Matrix 
dieser Koeffizienten waren in $ 9 (39) die vier Determi- 
nanten 7; entnommen: 


(26) Por ; Ta = | Ai1 doi Go | 
| ? 


und I. c. (VII) die Invarianz (gegenüber S,, S,) des Aus- 
drucks bewiesen : 
27) Dyis =TT Ti Ts. 


Ta = | dis Go Go | ) 


2 2 


T, = | di djo A9 
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Ferner soll nachgewiesen werden die Invarianz (gegen- 

über kogredienten S, — S$,) von: 

(28) Da Tente : 

Im Hinblick auf die Bildungen 6, (9) und D; (10) wird 
man eine bilineare Hilfsform z(x; y) mit den Koeffi- 
zienten T; (26) konstruieren; von dieser werden die Bil- 
dungen (27), (28) die Invarianten D, und 0, sein, und x 
selbst eine Kovariante von f, g, h. 

Man suche zu dem Behuf eine Form x, deren bi- 
lineare Invarianten H,,, H,,, H3, mit f, g, h zugleich 
verschwinden oder, wie man kürzer sagt, die .,apolar* 
(,,konjugiertt*) ist zu f, g, h. Setzt man: 

(29) xx; y) = midi Ya + Mio MY + Hey Vo Yi + Too Lo Yo 3 
so lautet etwa die erste der drei fraglichen Bedingungen: 
(30) Hyx = Mi Go — Mio dos — Ho Mo + Mon ar (ie 
Hieraus folgt für die Verhältnisse der 7;, in der Tat: 
(OL) is To Mie = la los 1,1 

so daB bis auf einen konstanten Proportionalitätsfaktor, 
den man gleich Eins setzen mag, x die zu f, g, h apolare 
Form wird: 

29) a; y) = Titiy — Titiÿe — Toto Yi + Tito Yo 


Um zunächst die T; einzeln symbolisch darzustellen, be- 
dient man sich mit Vorteil nichthomogener Symbole. Es 
VS 00 5 PO LE 


(JA | 
Ts = | dis dos Ayo | = | az, Us Ai, do 3 |: 
Hebt man hier den Faktor a, al, l; u, u; heraus und setzt: 


en , LR a{ H u; 


9€ us, Ne rt re. 

(32) Roi ia a = ua our 
(33) AT A 

so wird zunächst: 

(34) T, = alu atui|liul|. 


Schreibt man ferner zur Abkürzung: 
(35) rh, Wim mm (i,k=1,2,3), 
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so läBt sich die Determinante (33) in irgend eine der drei 
Gestalten setzen: 

(36) ul = hotig— his lo = io gs — log lo = lis og — as Us à 


Verfolgt man hier etwa die erste Darstellung, so erhält 
man gemäB (32): 


(37) 2 L lo = (al), as U5 Us = (au) ; 
do Us ls = (au),  asliiue = (al), 

und somit: 

_. ju CDN) | (au) (wT) 


@o lo @s Us Go Ua As ls 
Setzt man diesen Wert in (34) ein, so ergibt sich: 
(39) T,=u li(al) (a’ uw’) — u;l(au) (a’l’). 


Verfährt man analog mit den drei anderen Determinanten 
T:, T3, T,, wobei neben den GrôBen (32) auch deren 
reziproke Werte eintreten und berücksichtigt ebenso auch 
die zweite und dritte Darstellung (36), so gelangt man zu 
folgenden drei gleichwertigen, symbolischen Darstellungen 
für die Kovariante x von f, g, h: 

[ —7x(&; y) =Lu;(au) (a’1”) — lu,(al) (a’u’) 


(40) | 


= Oghn = Ong — Orf — Qrr = Cfg — Ogf » 


aus denen man rückwärts die entsprechenden Einzel- 
darstellungen der T; sofort ablesen kann. Die Gleichheit 
der. drei Ausdrücke 0,7, — Ony: Onf— Qfhs Org Ogr Seht 
auch daraus hervor, daB x bei Vertauschung irgend zweier 
cer Urformen f, g, h sein Vorzeichen ändert. 

Man frage wiederum nach der Einzelbedeutung der 4. 
Die Addition z. B. von 0; und €, liefert 


ua (at) [a/(u/ 1) + T(a'u')] 
oder gemäB (18”) (al)(a’l'}u,u,, also wegen (12): 
(41) Ons + Qng = h Hg Qu + Cor — 9H; 
09 + Qrn = Hon : 
Hieraus folgt: 


—fHyn + gHyn +hH;y=(0gn + On) + (Onr— O7n) — (Org — Cgf) : 
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oder mit Rücksicht auf (40): 
(42) Oh + Org = —T Hp + 9 Hyn + RH} 


Durch Kombination von (42) mit der ersten Darstellung (40) 
folgt endlich: 


(43) 2 Qyn = —7 + {—f Hyn + 9 y + h Ho} ; 


und entsprechend für die fünf übrigen ©. 
Sodann entnimmt man aus (40) für die Bildung 0,» (28): 


[rs = T,—T, = (lu’) (au) (a’1’)—(ul’) (al) (a°u’) 


— Th Thg — Thf Tfh — Tfq Tof ’ 


(44) 


und hieraus auf Grund von (43): ; 
(45) ne son + {—0rHogn + Ôg Hpn + 0 H}7} 


nebst den entsprechenden Formeln für die fünf übrigen +. 

Aus (44) leuchtet die Invarianz von 6;,;, gegenüber 
kogredienten S, — $, ein. 

Es kommt nunmehr die quadratische Invariante (27) 
D;yn = TT, — T, T; an die Reïhe. Man ziehe die zweite 
Symbolreihe der b,m,®; b’,m’,v’ in (2) mit heran und 
setze zur Abkürzung: 


& ={(au)(a’l’), o —=(bv)(b’m'), 
ei = (al)(a'u’), oi —=(bm)(b'v'), 


so daB ©, mit o,, o{ mit o{ gleichwertig ist, so hat man 
gemäB (40): 


M = LUS Q — li Us Qi = Me VS 0 — MEV 01, 


(46) 


— / hr LE / / : 
Ti =huio —Uu oi = mov — mir oi ; 


(47) 


je = li U3 Q — Us Qi = Mi V0 — MI 61, 


Damit wird: 
2(T Ta — Te T3) = @ 0m) (uv) + of o{(uv) (1° m’) 
— 020) (u°m") — o3 oi(um) (l'v'), 


oder da die beiden Glieder mit negativem Vorzeichen 
gleichwertig sind, und unter Einsetzung der o, o’ aus (46): 


(48) 
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[Far = 2(T,T, — T, Ts) = (au) (bv) (1m) (a’1’) (u’v’) (b°m’) 


+ (al) (uv) (bm) (a’u’) (b°v')(l°m’) 


| —2{(al) (um) (b v) (a’u’) (b’v’) (b'm’). 


Endlich werde noch [$ 9 (VIIT)] die quadrilineare Invariante 
H};gnx = H Von vier bilinearen Urformen f, g, h, k in 


Betracht gezogen. 


Man schreibe jetzt bequemer: 


(2 f=aa,, ho Dh Cc rte 
Dann wird Æ die vierreihige Determinante: 
(49) H—|ayas mia | = |aai, aa, æ af, a ai]. 


Man verfahre wie oben bei T, und führe die nichthomogenen 


Symbole À;, u; ein: 


a b € 
=, =, LÀ 
a bi ci 
u 4 Us — Us = —+ 
1 as F2 je Î cé 


so nimmt À die Gestalt an: 


d 
LT re 

di 
n'ORIT AL 


(50) H = a, b, c dabi ci di|hpu, ds will. (1, 2, 3, 4) 
Die rechts auftretende Determinante war in $ 7 (41) 
Mittels der dx = À — 44, Wir = ui — mu (i, k=1, 2,3, 4) 


ausgedrückt worden: 


—| 1; Li ; 4, li » 1 | NT Lit Um —Ailm ir Um 


(GK, ll); m=1,2, 3,4). 


Auf Grund von (32°) gewinnt man daher für H die drei 


gleichberechtigten Darstellungen : 


H = (ab) (cd) (a’ ce’) (b°d’) — (ac) (b d) (a’b”) (c° d’) — 


LA 
m1 


4 
— (ac) (db) (a’ d’)(b’e/) — (a d) (be) (a” ce’) (4 D') = 7 — m6, 
= (a d) (be) ab’) (e’ d’) — (ab) (ec à) (a’ 4’) E' 6) = m3 — m6: 


Um hier noch die symbolischen Ausdrücke 7 einzeln durch H 


und die sechs bilinearen Invarianten H,;,,, ... 


je zweier 


der vier Urformen auszudrücken, bediene man sich der 


Abkürzungen: 
(52) BH, H,., 


H, — H ;5 Hyx ; 


H, — H 3 Hyn ñ 
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Bildet man z. B. die Summen Ma + Ms Ma + 3, SO kommt 
gemäB (18): 

(53) m+m=-H (r,8,t—2,3, À) 
und hieraus, unter Berücksichtigung der Gleichheit der 
drei Differenzen 7, — 7; : 


(54) Hotte et — = 4, 
oder auch: 
(54) m=H+o, m=H,+w, 


wo ©, w’ zwei neue Unbekannte vorstellen; zwischen 
diesen besteht vermüge (50) die Relation: 


(55) H = © — w’, 

so daB man, unter © eine weitere Unbekannte verstanden, 
setzen kann: 

(56) o=+tH+Q, œo—=—+H +0. 

Damit gehen die Formeln (54”) über in: 

Di), =, 20, pis FR 06 


und deren Addition liefert, mit Rücksicht auf (53), für 4 
den Wert: 


(57) 20 NH = HEAR 
( 


Setzt man dies in (54”) ein, so ergibt sich schlieflich: 

| 2m —= H—(—-H,+H,+H), 
RSR EUR er 

nebst den beiden entsprechenden Darstellungspaaren, aus 


denen rückwärts wieder (51) folgt. Da die Gleichung H — 0 
gemäB (50) nichts anderes besagt, als die Gleichheit der 


(58) 


beiden Dv. (4, 4 À, 4,) und (4, uo Us 4), S0 liefern die vor- :. 


stehenden Entwicklungen eine wesentliche Ergänzung zur 
Theorie des Dv. ($ 8). 

Es ist wünschenswert, sich auch begrifflich davon zu 
überzeugen, daB die Invarianten D,,, (27) und 6,,» (28) 
der Kovariante x (29) von f, g, h zugleich Invarianten 
der Urformen selbst sind. 

Man übe zunächst etwa eine Schiebung A,(k,), kom- 
biniert mit einer Schiebung À.(k,), aus: a — E +hE. 
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La = É 3 Yi = Yi + Ki, Ye = M; Sind dann wie in $ 9 (4) 
Xik» Pix: Yix die Koeffizienten der transformierten Ur- 
formen ®@, w, y, so wird nach der Definition einer 
Schiebungskovariante bez. A,(h,), A,(k,) identisch: 


HAE + M és à Es M E Bite mas. (ct) (Ph. (7) 


(59) 
= Ad, Lo; Yis Ye (a), (), (c)}. 


Vergleicht man diese Identität mit den drei entsprechenden 
für die Urformen selbst und versteht unter T; die Ko- 
effizienten der transformierten Form z, so leuchtet ein, 
daB diese GrôBen T; eine doppelte Auffassung zulassen: 
einmal gehen sie aus den ursprünglichen Koeffizienten 
T;l(a), (b), (c)] hervor, wenn man deren Argumente (a), 
(b), (c) resp. durch die (x), (6), (y) ersetzt, andererseits 
aber auch direkt als die Koeffizienten der vermôüge AÀ.,(h;) 
transformierten Form x. Daraus folgt aber, daB über- 
baupt jede Kovariante (Invariante) von x gegenüber in- 
kongruenten resp. kongruenten Schiebungen der (x), (y) 
und damit auch gegenüber beliebigen unimodularen in- 
kongruenten resp. kongruenten Substitutionen S,, $, zu- 
gleich eine Kovariante (Invariante) der Urformen f,g, hist. 

Noch einfacher verhält es sich bei den Streckungen. 
Übt man etwa die beiden Streckungen M,(m,), M,(n) 
gleichzeitig aus: = MmÉ, do — Lo; Yi = Mis Yo = M) 
so war sofort ersichtlich [vgl. $ 9 (43), daB T,=mn,T;, 
TL=mmT,,, T=miNniT,, Ti=miniT,, und man 
erhält ohne weiteres, daS bei inkongruenten M,(m,), M,(n.) 
Doyz = MAN Dyyn und bei kongruenten Mi(m;), M,(m;) 
dpyyz = MA dpgns UnA entsprechend für die beiden anderen 
Streckungen M, . 

Später ($$ 13, 15) werden diese Schlüsse eine erheb- 
liche Verallgemeinerung erfahren. 

Die symbolische Bebandlung bhinärer quadratischer 
Urformen f, g, h,... làBt sich den obigen bilinearen 
Formen als Spezialfall unterordnen; man hat nur sowohl 
die beiden Variabelnreihen (x), (y), wie je zwei Symbol- 
reihen (a), (a) usw. zusammenfallen zu lassen: 


CR A TV", 


2 12 
D 
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Es genüge, die einschlägigen Ergebnisse anzufübren. Die 
Invariante 0, verschwindet jetzt identisch. Die Deter- 
minante D; wird zur Diskriminante: 


(60) D;=4(aa) ; 

die bilineare Invariante H};,: 

(61) Hy— (00). 

die Funktionaldeterminante #;,: 

(62) rs = (ab) a, b, , 

und deren Diskriminante _ die Resultante von f, g: 
(63)  R;,— (ab) (a’b'){(ab’) ba’) +(aa’) bb’)}, 

wobei die Syzygie 4 ungeändert bleibt: 

(22) nor D;D;" 

Endlich ergibt sich für die trilineare Invariante H};,, von 
NÉ die 

(64) Hygn — (ab) (ac) (bc). 


Die Verallgemeinerung der Symbolik auf hôühere Urformen 
liegt auf der Hand. Eine binäre trilineare Form f(x; y; 2) 
schreibt sich: Rte 
eine quadrilineare f(x; y; 2; uw): 


f= a, bye dy = &by cd =. 


Spezialfälle dieser Formen sind z. B. die binäre kubische 


? 


a =a!—=..., die CORDES ab = ab; —=..., 
die biquadratische d=a"—=... It a aa, + Fa Lo 


+ 4; %, ein ternärer symbolischer Linearfaktor, so stellt 
ar = b5 = ... eine ternäre Form nter Ordnung dar, usw. 
Stets gilt der Satz I mit geeigneten Modifikationen. Im 
übrigen sei auf die Aufgaben verwiesen. 

Einer der Hauptvorzüge der Symbolik äuBert sich 
darin, da8 man bei vorgelegten Urformen eine unbegrenzte 
Anzahl von Kovarianten und Invarianten sofort hin- 


schreiben kann. Liegt 7. B. eine bilineare Urform 


Î = ax aÿ = b:b} = x =... vor, so bilde man aus 
den Klammerfaktoren (ab), (ac), (bc), ..., (a’b’), (æ’c’), 
(b’e’), ... sowie den Linearfaktoren symbolische Produkte 


derart, daf in jedem derselben je eines der Symbolpaare 
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a, a’; b,b'; ... nur einmal vorkommt, so ist jedes 
solche Produkt und jedes Aggregat von solchen eine 
Kovariante nten Grades in den realen Koeffizienten 4;4 
von /, wenn x Symbolpaare a, a’; b, b’; ... auftreten, 
während deren Ordnung in (x) resp. (y) durch die An- 
zah] der bezüglichen Linearfaktoren angegeben wird; eine 
Kovariante ohne Linearfaktoren reduziert sich auf eine 
Invariante. Bei einer binären Urform mter Ordnung 
ar = b} = cc =... muB entsprechend jedes der Symbole 
a; b; Ce; ... mmal vorkommen usf. 

Weit schwieriger ist dagegen die Umkebrung, daB 
auch jede Kovariante und Invariante gegebener Urformen 
in der angegebenen Art darstellbar ist, worauf im An- 
hange zum zweiten Abschnitte eingegangen werden soll. 

Unter den Nachteilen der Symbolik ist einmal der 
schon erwähnte zu bezeichnen, daB es oft sehr schwierig 
ist, formal verschiedene, aber inhaltlich übereinstimmende 
Aggregate ineinander überzuführen; andererseits sind, wenn 
man von den leichtesten Fällen absieht, symbolische Aus- 
drücke einfacher Struktur, wie sich bereits in den obigen 
Beispielen zeigte, durchaus nicht immer diejenigen, die 
sich bei den Anwendungen der Invariantentheorie dar- 
bieten, und umgekehrt lassen oft invariante Bildungen 
von begrifflich einfacher Definition, wie z. B. die Resul- 
tanten und Diskriminanten, nur eine sehr verwickelte 
symbolische Darstellung zu. 

Aufgaben. Die folgenden Angaben sind mittels sym- 
bolischer Rechnungen zu beweisen. Wenn f == «a! eine 
binäre Form nter Ordnung ist, so werde gesetzt: 


Gen Rd ; 

e2 (Gi, k—=1, 2) 
Ra dt 
nine lo 0m er 


Aufgabe 1. Die binäre kubische Form 


ft DC Gr tour mr ia td, 
Kovarianten sind 1. die Hessesche Form 
MU TUNIS 2 ne 
À = = 22 (ap dy — af) +... = +(ab) a, b, ; 
foi F2 
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2, die kubische Kovariante 

fu fa PA 3 D 48 

= g(aè ay — 300 Ua + 20) +. + 


hu 0 (DC IAE 


Invariante ist die Diskriminante R von À (zugleich 
die Diskriminante von f selbst): 


R = 4(aç a — àf) (ta — 45) — (ao 43 — à)? 


— (ad)? (ed)? (ac) (bd). 


Zwischen den drei Formen von der Ordnung 6 und 
dem Grade 6: 


A3 = &(a b)? (c d)? (ef)? x dx x dx Ex fx ; 
Rf? = }(ab} (cd) (ac) Od)esfz, 
Q? — (ab) (c d)? (be) (df) ef dx Cr 


besteht die von Cayley herrührende lineare Identität 
(»Syzygie") : 
A+ Q+Rf? = 


Die Kovariante Af kann man (bis auf einen kon- 
stanten Faktor) auch auffassen als das Resultat der 
Elimination der Y,, Y% aus den beiden Gleichungen 
a dy = 0, da; = 0. 

Die lineare Kovariante a,;(b c)° (a nue C) _verschwindet 
identisch. Zwei kubische Formen f = a, g == b? besitzen 
die bilineare Invariante H Lg = — (ab}*, und die Funktional- 
determinante ®,, — (ab)a’b?. Fallen f und g zusammen, 
so verschwinden H;, und Ÿ;, identisch. Zu drei kubischen 
Formen f = a, g—=b?, h = c existiert eine ,,apolare‘ 
(,,konjugierte‘‘) kubische Form x, so daf 


Hi = 0 0H = 0 MT 0 


Bedeuten x; (i —0, 1, 2, 3) die vier Determinanten 
der Matrix |a, a & 43 |, 80 wird 


7 Ty Ui + D To Li De + 3 M M 0 + Mo E 
—= 4 0x (a db) (b €) (ca). 
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Aufgabe 2. Die trilineare Form 
leu = =... = anne + amy 
T Quoi Di Ye À + Mio Li Yi Lo + 99 Vi Yo Lo À Aoyo Le Yi 
+ Aos1 Lo Yo À À Agso Lo Vo de = D'amtiyre (i, k,1=1,2). 
Kovarianten (gegenüber inkogredienten S,, S,, S:) 
sind einmal die drei Funktionaldeterminanten 9%), 90), 90, 


| C2f cf | 

| 0y, 02, 0,02 | 
: (2) PRESSURE FRET a : 
wo 2. B. 9% —| œf œf | Sei f—dfi+%f:; 


|ô 02 0ys 0 | 
so bilde man aus dem Schema der Koeffizienten von 
F,, foi | nue aise | qie Determinanten p,4 [vel. (13)], 
so ist 00) — pis Yi + Psa Y5 + (Pia — Pos) Yi Ye 
Es ergibt sich: 
299 = (a’b’)(a”b”)a,b,, 200 = (ab) (a”b”)a/b}, 
290 = (ab) (a’b')a/ db] . 
Die gemeinsame Diskriminante Æ dieser drei Formen 
ist eine Invariante: 
2R=(ac)(bd)(a’b’)(c’d’)(a”b”)(c”d4”). 
Man beachte noch die trilineare Kovariante 
Q—ua,a;b7{b ce) (bie')(a"c”) 
= Li Ya 2 (fai Uno À 2 Qois Gion iso — Arr (o11 22 À Mer Apro + Aie Gon1)} - 
Zwischen den drei Formen 9% 9% 9®, Q?, Rf? besteht 


die $ ie: 
I 4 90 90 90 + Q2 + RF2—0. 


Spezialisiert sich f zu einer kubischen Form a° (s. Auf- 
gabe 1), so fallen 9®, 9%), 9® zusammen mit À, und 
FR, Q gehen in die dortigen Bildungen ÆÀ, Q über. 

Zwei trilineare Formen f = a. aa”, g —b,b;b7, mit 
den Koeffizienten a;z7, bis, besitzen die bilineare Invariante 


| 
di11 292 As11 29 ja or 


a d: 
Es EEE) 
H;, = Ex | 


| Dia Du90 | bios Dog | biio Don | 


= (ab) (a’b’)(a”b”), 
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sowie die drei Funktionaldeterminanten 96%, 802, 90% 
als Kovarianten, wo z. B. 


oôf of. 
5m 02 | 

HUE ENTER | = (ab)a;b; a; b}'. 
US A 
LRO Ta Or 


Aufgabe 3. Die binäre biquadratische Form 


=== = a Lave +6 


+ À as da + dd. 


Kovarianten: 1. die Hessesche Form 


È—= fin fs | = Hi = (aya, — &)af +... = +4(ab} ab}; 
foi La i 
2, die Funktionaldeterminante 0 von H und f : 
0 =: | Ah = (ai ay — 3 ap Ads + 2 à) + .. 
= a b2c,(b ch? (ac). 
Invarianten *): 
1. = au — aa +3 a = +4(ab}) ; 
CR 
2. J= | 4 & 4 | =+f 4H} = (ab)? (b c?(ac)°?. 
a Az A | 


Zwischen den vier Formen von der Ordnung 12 und 
dem Grade 6: 


0 — (ab)? (ed)? (eb) (f.d) ei f3 a2 c2b, à, , 
He (ab (cd) (TOME Ta bed 
JF = 4 (ab)? (b c)? (c a)? a fs : 

iHf?= {}(ab) (cd) ex fa ar be 


besteht die Cayleysche Syzygie (vgl. $ 16): 
Œ+HAH—iHf+ jf 


*) Manche Autoren bezeichnen 2i und 6j mit à resp. J. 
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Die Kovariante 0f kann man (bis auf einen kon- 
stanten Faktor) auch auffassen als das Resultat der Eli- 
mination der y,, y, aus den beiden Gleichungen 

at =0, da 0. 

Zwei Formen f — al, g —b4 besitzen die bilineare 
Invariante HE — (ab)* und die Funktionaldeterminante 
dy — (ab) ax bi. 

Aufgabe 4 Die quadrilineare Form 

[ = —_ 47 b,c, dy — Gx b, (54 ds —= == = D 'Aipim TL Yr 2 Un 
WU, K,1, mm 1,2). 
Eine quadratische Invariante ist: 


— A3111 U229o + A190 oo11 + Uio1o Uoyos À i9o1 Goyto 
— Ajy1o 201 — Guyon ose — yo1t Uo1o2 — Gi29o Bari (@X”) (bb”) (cc’) (dd). 
Ferner existieren gegenüber kogredienten S, — $S, drei 
lineare Invarianten mit der Summe Null: 
(a@b) (cd) = (a919 + doyos) — (dyso1 + ose) ; 
(a c) (db) — (1991 + dayso) — (1192 + Goa1t) ; 
(a d) (bc) — (a129 + 2911) — (dyo1o + Aosar) - 
Dagegen sind gegenüber inkogredienten $,, #, ko- 
variant die sechs doppeltquadratischen Formen H(% usw., 


wo Z. B. 
of | K L 4 | 
3 HG) — =, = 4,4,0,b, (cc) (dd) 


CR OU |(i,#-1,2) 


7 


Für eine doppeltquadratische Urform f=ab=a"b} 
reduziert sich die Invariante à auf (a a’)? @: b’ }, die erste 
der drei linearen Invarianten verschwindet identisch, 
während die beiden anderen in («b)? zusammenfallen. 
Die Formen Æ reduzieren sich auf die drei: 

CE à | G) 9 Pal 

2 HG?) = | — = = aa; (bb’}, 
OYiOYr |G,#=1,9 

entsprechend 2 H%, und noch 


2 HY) — ES — dy ay Oy b, (a a') (b b°) 4 
Om OYr |G,8=1,2) | 


310 sk 
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Für f—= a! reduziert sich auf die Invariante 7 
(Auifgabe 3), die Formen H fallen mit der Hesseschen 
Form zusammen, während eine lineare Invariante nicht 
mehr existiert. 

Aufgabe 5. Die allgemeine binäre Form nter Ordnung 


f= di =b}=... 


œ — 


{ 


: n _. n + 
= do + (too Lx, + (2) @ ai Ge Ne EN: M 


Für gerades n existiert die quadratische Invariante 


die sich für zwei Formen f = a}, g = b! , bei geradem 
wie ungeradem #, erweitert zu der ,,»ten Überschiebung 
(f, g)' von f über g‘* (,,bilinearen‘‘ Invariante): 


H};9 —= 9 by — () Gi On: Se É Go np — Fe 
+ (—1)'"a,b, = (ab). 


Bei ungeradem n und zusammenfallenden f, g ver- 
schwindet Æ identisch. Zwei Formen f = a}, g = b" 
besitzen als Kovariante die Jacobische Funktionaldeter- 
minante oder ,,erste Überschiebung‘* (f, g)!: 


= 
D. —= PLU MAS 0% 

Vioie La) A 
mn 0g og 


Il 


(ab) as#bra,. 


Sind f, g im besondern die ersten Ableitungen einer 
Form ab", so geht Ÿ über in die Hessesche Form 


1 œf 


‘H=- > 
n?(n — 1)? | 0x; 0% | (G,4=1,9) 


—4(ab}arntpre, 
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Die Funktionaldeterminante © der Urform und ihrer 
Hesseschen ist die Kovariante (ab)? (cb) c!-!a2-2b"° 
= 2-2) (ai as — 3 @o di 4 + 2 di) + ..., die Verallgemeine- 
rung der Form Q bei der /, und der Form © bei der f,. 


Allgemein besitzen zwei Formen f —= a, g=—b# (m= mn) 
als Kovariante die ,,; te Uberschiebung“* 
= (gba "her; (k = m) 


Verschwindet für » Urformen nter Ordnung «*,, «,, 

.., a, und eine weitere Form 7* die nte Überschiebung 
von x mit jeder der » Urformen, so heift x die zu 
den Urformen ,,apolare‘* (,konjugierte“) Form und ist, 
bis auf einen konstanten Faktor, den man gleich Eins 
setzen kann, vüllig bestimmt. Man hat: 


Te == io»: Une de) (Us) + -e (dia) (ds) 
HUMAN AT A 

Aufgabe 6. Ist f = af = bi — ay af + Aa +... 
eine binäre biquadratische Form, H=H?—=\(ab}at; 
— 2[(a, a — af)xf + ...] ïhre Hessesche Form, ferner 
a? ag = «yat yi +... die zweite Polare von f, H: H} die 
zweïte Polare von H, (xy) = %,Yy2 —2%Y1, So soll die 
Richtigkeit der Identität nachgewiesen werden: 


ai Di — aa -b2b? = 2(xy) H°H}, 


die u. a. beim Additionstheorem der elliptischen Funk- 
tionen eine wichtige Rolle spielt. Es empfiehlt sich, die 
genannte Identität auch durch explizite reale Rechnung 
zu bestätigen. 

Aufgabe 7. Sind a, b% zwei binäre quadratische 
Formen, («b})? ihre bilineare Invariante, so ist (ab u)?, wo 


| Gi 2 ds | 
(abu)—=) b b De |, und die ; Linienkoordinaten *) 
| un Us JA 


sind, eine invariante Bildung der beiden ternären quadra- 
tischen Formen a2,b2. Geometrisch stellt die Gleichung 
que — 0 einen Kegelschnitt dar als Enveloppe der Ge- 

*) Die «; heifen auch zu den *; ,kontragredient“, da sie sich, 
wenn die æ; einer ternären S unterworfen verden: derart linear 
transformieren, da die Linearform x — U,&, + U,% + 43%, in 
sich übergeht. 
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raden (w), die die beiden Kegelschnitte aï = 0, b; = 0 in 
zwei harmonischen Punktepaaren [(ab)° — 0] treffen. Ist 
dagegen a2— b?—0 ein und derselbe Kegelschnitt, so liefert 
die Gleichung (ab u)? — 0 seine Tangenten, d. h. die Ge- 
raden (w), die ihn in Punktepaaren mit verschwindender 
Diskriminante [(a b)? — 0] treffen. 

Das nämliche Prinzip ist anzuwenden auf die In- 
varianten à und j einer f,, R einer f,, indem man jeden 
binären Klammerfaktor (ab) durch einen entsprechenden 
ternären (abu) ersetzt; man wird so zu Kurven geführt, 
deren Tangenten eine gegebene Kurve 4. Ordnung af = 0 
in vier äquianharmonischen resp. in vier harmonischen 
Punkten schneiden, andererseits ss Te EE 
einer ebenen Kurve 3. Ordnung ai — 0. 

Es sind das spezielle Fälle eines allgemeinen, vonClebsch 
aufgestellten ,,Übertragungsprinzips“ [vel. A.Clebsch, Jour- 
nal für Math. 59 (1860), $. 1, und A. Clebsch-F. Linde- 
mann, Vorlesungen über Geometrie, It, Leipzig 1 
S. 274]. 


Zweiter Abschnitt. 


Differentialgleichungen für invariante 
Bildungen binärer Formen. 


Kapitel I. 
Charakteristische Differentialgleichungen der Invarianz 
gegenüber Schiebungen und Streckungen. 
$ 11. Differentialgleichungen für Schiebungsinvarianten. 


Unter einer ,,binären Form‘ f,—f n-ter ,Ord- 
nung‘*) in zwei ,homogenen‘ Variabeln x,, æ ver- 
steht man einen Ausdruck von der Gestalt: 


a) j fa =f = f(@, %) = RU Pad eine TT ee 


2È No An=2 Pi + n, 4 1 Li 22 DL a, a 
Unter n,, n,,... seien ein für allemal die auf n bezüg- 
ñn n(n — 1) 


lichen Binomialkoeffizienten n, — ie Te 


verstanden; es erweist sich oft als zweckmäBig, dieselben 
von vornherein in f einzuführen, weil dadurch eine Reihe 
von Formeln, insbesondere solcher, die durch Differen- 
tiationsprozesse aus (1) hervorgehen, durchsichtiger wird. 
Es sei J(a;) — J(a) = J eine — in dem a; zunächst ganz 
rational vorausgesetzte — Funktion der Koeffizienten a; 
der Urform f, von der besonderen Beschaffenheit, daB sie 


*) Das Nullsetzen einer Form f (1) liefert eine Gleichung n-ter 
»Ordnung“ in der Unbekannten resp. —. Gewôhnlich be- 
dient man sich des Terminus: Gleichung n- que ; Grades‘ , indessen 
soll sich im Texte durchweg der Ausdruck ,Ordnung“ auf , Va- 
riable“ oder ,Unbekannte“ beziehen, dagegen ‘der Ausdruck ,Grad“ 
oder ,Dimension“ auf Koeffizienten. 
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sich gegenüber einer auf / ausgeübten ,Schiebung‘A;(;) 
resp. À, (k:) von « resp. m: 


(2 a) A, () d _ Ë + ë 
(2 b) | me 


A A AE 


absolut invariant verhält. Geht also f(x, æ,) (1) vermüge 

irgend einer der beiden Substitutionen (2) über in die 

»neue* Form œ CE 2) = p: 

(3) RSR ee T'es 

| + Mo On-2Ët ES? +Mian 16 8 + AnEs » 

so soll der mittels der à; gebildete Ausdruck J(x) mit (a) 

für alle Werte der «a; und von À, resp. h, identisch sein: 

(1) J(x) —= J(a). 

J(a) — J heiBt dann eine ,,Schiebungsinvariante‘ von 

Î bez. æ, resp. a, ; ist jedoch die Eigenschaft (1) zugleich 

hinsichtlich beider Schiebungen (2) erfüllt, und damit auch, 

zufolge des Satzes VII des $ 6 hinsichtlich jeder unimodu- 

laren Substitution U : 

(4) Uln=aë+pE, m=yh+o8, A=axû—fBy— 

so heiïife J eine ,;,unimodulare Invariante‘ von /. 
Das Entsprechende «soll gelten, wenn an Stelle einer 

einzigen Urform /, ein ,, System‘ von Urformen f,, g,, 


k,,... der resp. Ordnungen n, p,gq,... zugrunde liegt; 
J{(a), (b), (c),...] hängt dann von den Koeffizienten- 
reihen  a;, D, &,... der f,g,h,... ab, und die Schie- 


bung (2 a) resp. (2b) erstreckt sich gleichmäfig auf säimtliche 
Urformen. Die Identität (1) dehnt sich dann, wenn die 
Koeïfizientenreihen der transformierten Urformen mit «;,, 
Be Y:, ... bezeichnet werden, aus zu der Ne en 


(1°) J[(x); (8); M): ]= II (a), » (5), 


Der Deutlichkeit halber beschränken wir uns zunächst auf 
cine einzelne Urform f und die Schiebung (2a); die Er- 
gebnisse lassen sich fast unmittelbar auf den Fall mehrerer 
Urformen und auf die Schiebung (2b) übertragen. 
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Statt hk, schreibe man vorab bequemer k; an Stelle 
der homogenen Gestalt von (1), (2a), (3) wird, wo es 
zweckmäBig erscheint, auch die nichthomogene verwendet, 
dierjeweils ur 2), —#7,4,—15Eê #7, 6 — |] entateht, 

Fat man die linke Seite J(x) von (1) als (ganzratio- 
nale) Funktion von À auf, so läft sie sich nach dem Maclau- 
rinschen Gesetze entwickeln: 


; dJ(x) h? d’J(x) 
‘ e nt AR ene PR REC SEE Cr 
AE UC er En SD UT T1 
Soll gemäf (1) die rechte Seite von (5) für alle Werte von 
hk mit J(a) übereinstimmen, so müssen der Reihe nach 
die Koeffizienten von h, h?, ... verschwinden, insonderheit 
also der erste: 
, dJ(x) D M 
(6) = J'(a)a=0 = 0, 
wo der Akzent die Differentiation nach À angibt. 

Die Funktion J(x) hängt zunächst von den «,; [in (3)] 
ab, diese hängen wicderum von À ab; somit erhält man 
für ein beliebiges / : 


6 J(c ) J 0 J 
CLEA œ OX 
(1) | : Ÿ aJ(o) 
LE ms de 0&; Ne 
EX) 
Te ; Nr CT (À) Te 
Für lim — 0 reduzieren sich in alle « auf die be- 
Jo Dr Je 
züglichen a, so dai HU ER — AG = — wird, 
OX; (h—=0) 0 a; o&; da;(h) 
andererseits gehen die totalen Ableitungen «à;(h) — ur) 


über in ihre ,,Nullwerte‘‘ àx/(0), und aus (7) entsteht: 


; 0 ( z oJ , 
| J'(x)=0 —= EPA %ç (0) + ER @{(0) + ... + Da 
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Um die x/(0) zu erhalten, hat man erst die æ;(k) zu 
bilden, sodann nach k zu differenzieren und hinterher 
h — 0 zu setzen. 

Übt man die Schiebung A,(h) (2a) auf /(a, ,æ) (1) 
aus, so entsteht die transformierte Form œ(é,, &) (3) da- 
durch, daB in f der Reïhe nach die Potenzen #?,æ%7!,... 
ersetzt werden durch (£ +h&}", (& +hé)t-1,...; ent- 
wickelt man die letzteren nach dem binomischen Satze 
und ordnet sodann œ nach fallenden Potenzen von & — 
oder entwickelt man kürzer, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, f(Ë, +h£, , &) = f(£ + h) nach dem Maclaurinschen 
Gesetze —, so ergibt sich, wenn f(x) die i-te Ableitung 
von f(æ, ,1)—f(x) nach æ# bedeutet, für irgend ein «;(h) 
die Darstellung: 


LL set 
(9) x;(h) de mi G TD fa-d(h) 


(= 0,1; mn) er); 


oder explizite: 
(97) mfh) = ah+iah 14 ah +... Ha ;h+ a 
= OS LEE 
Hieraus entnimmt man ohne weiteres die Nullwerte «x/(0) 
der æ;(h): 
| X5(0) =0,. axf(0)=1:4, à(0)=2-&,..., 
(LORS (0) =. + 
| ay-1(0) = (n E 1) An-9 a; (0) = N° An-1; 
und desgleichen die Nullwerte der hüheren Ableitungen 
der &;(h): 
| XF (0)=2(— las, x(0) = ii —1)(1—2)a, 5, .. 
(10°) | ee NON (0) == TT) NN mn) or 
(HÉRr UTEOENIRRn) 
Damit nimmt die Gleichung (6) die Gestalt der linearen, 
partiellen Differentialgleichung bezüglich der a, an *): 
*) Bei Ânderung der Schreibweise der Koeffizienten resp. der 


Variabeln in der Urform f(x, , «,) (1) nimmt die Gleichung (IIa) 
entsprechend andere Gestalten an. 
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J 0 Ô 
J (7) — 0 ss —- 1 * do ou —- 2 4 SE u 
[e (0) OC 
(IT a) * à Re 
+ da 1 — + Nan — = Dia: = = 0 


ñ i=1 d 


Falls ein derartiger DifferentiationsprozeB, wie hier F,, 
auf eine noch näher zu bestimmende Funktion der « an- 
gewendet wird, empfiehlt es sich, die letztere gar nicht 
zu bezeichnen, also zu schreiben: 


F, = LR de : ê 
AN, Sri 24, 7 Î + dy —— E.. 
ca Ce ga 
(II «) : i=n À 
€ , c 
ie nes — DOS 
An i=1 Cd; 


Setzt man 7. B. f ohne Binomialkoeffizienten an: f- a; 


L L SA —2 ,2 — 
ÉD ERA VTT... La, 2.420 ar, 80 hât man 


in (Ila) überall a; durch Se zu ersetzen, so daf (IIa), da ur, 


‘ Ni Nr 
n—i+l1l 7 a 


: FRSpeent in 


V, J = =Yu—i+0 di-1 FE = 


Dabei ist es oft LES die Bezeichnung der Koeffizienten 
in der Reïhenfolge umzukehren und die Variabeln nichthomogen 
zu schreiben: f — a, + a, x : a; 2° +...—+ ant"; dann lautet (IT a): 


Ofters bietet sich auch die Urform in der Gestalt dar, me sie 
durch Maclaurinsche Gesetz entsteht: f — a, + . œ 4.2 at x? 


+... + “ x, Dann kommt: 


12 
a oJ 
pa L (27 Fran —\{) 


Diese Struktur von (ILa) ist u. a. dann am Platze, wenn der Begritf 
der Invarianten auf transzendente Urformen f erweitert werden 
soll (s. $ 18). 

Bei der zweiten, oben actes Schreibart: le = Gp À 
ar in +. +4, . die Gleichung (IIb) über in: 


Ge 1= x) 1) dira 


STE 
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Setzt man dann eine bestimmte Funktion, z. B. J ein, 
so läBt man auch die Klammer weg, schreibt also P,J, usw. 

Ganz analog verfährt die Rechnung bei der Schie- 
bung A,(h,) (2b); man erkennt sofort, daB sich hierbei 
nur überall je zwei ,,symmetrisch gelegenet* Koeffizienten 
a und 4,_; vertauschen. Versteht man also unter V, den 
Differentiationsprozes : 


Ve 1 An > a Sn > cu 
n—1 n—2 
+i s +na 
FE } CUS Bree + DICO Me 
” CUn-i C4 
L Ô £ © 
— D Ita fa) — (n ê) &ii 7 , 


i=1 mi i=0 os 
so lautet die mit (IIa) parallel laufende Gleichung: 
({Lb) FJ—=0, 
und es gilt: 

Satz I. ,,Besitzt eine mit Binomialkoeffizienten 
geschriebene binäre Urform n-ter Ordnung f(æ,, +.) 
(1) die Koeffizienten «,,a,,...,a,, und sind die bei- 
den linearen partiellen, auf die a; bezüglichen Diffe- 
rentiationsprozesse V, und PV, durch (IIx), (ILB) er- 
klärt, so genügt eine Schiebungeinvariante von f 
bez. «, resp. x, der Bedingung PV, —0, resp. V, —=0, 
wührend beide Bedingungen zugleich durch eine 
unimodulare Invariante von f erfüllt werden.‘ 

Diese ,,Schiebungsdifferentialgleichungen‘t (ITa), (11b) 
bilden eine erste Verallgemeinerung der in $ 10 für In- 
varianten einer quadratischen Form f unter (XVI) auf- 
geste Iten. 

Die Übertragung des Satzes I auf ein System binärer 


Urformen f,, Jp Mg» --. der Ordnungen n,p,q,... mit 
den Koeffizientenreihen (a;), (b;), (&), ... vollzieht sich 
ohne Schwierigkeit. 

Sei J[(a), (b), (c),...] ein in den a;,bx,@,... ganz- 


rationaler Ausdruck, der sich gemäf (1) nicht ändern soll, 
wenn man die 4;, a , -.. ersetzt durch die bezüglichen 
Koeffizienten «;, fx, y1, -.. der vermôüge einer Schiebung 


A,(h) (2a) aus f,, ÿ», h,, ... hervorgehenden Formen v,, 
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Yps Xas --. Dann bleibt die Maclaurinsche Entwicklung (5), 
sowie infolgedessen die Gleichung (6) erhalten, sobald man 
überall dieZeichenJ (a), J (x) ersetzt durch J[(a), (b), (ec), ...], 
resp. J[(x), (6), (>), ...]. Dagegen nimmt (7) jetzt die 
erweiterte Gestalt an: 


n 


dJ[(), (8), Q); -..] =Y OJ[(a), @);,@);-..1, 


£ == Xi 


dh = CEA 
STÈ J (os); (8); (D) » 2] pe à DO (0); (8) (ha ee] 
 . 


woraus sich die korrespondierende Erweiterung (8’) von (8) 
von selbst ergibt. Sodann stelle man die Formeln (9), (10) 
der Reihe nach für die «;, BP, y:, ... auf und setze die 
Werte der «;(0), Bz(0), ..., sowie der «:(0), Bx(O), ..…. 
in (6) ein. Damit erweitern sich die Differentialprozesse 
F, (x), 7, (TES) zu: 


n A D. Ô 
ae Se eus 
( À } 1 2% 04 > k—1 Cby a , 


V,=S% PES us 
2—, seu RE A k—p+1 GT DEC 


RER 
; i=1 ni © ( 
(TB ) S net a n-1 Ô 
— D) 1e RE INT En FA 
| 2 d) di da + 2 k) by: op. ee 


und folglich die Schiebungsdifferentialgleichungen (ITa), 
(IIb) zu: 


(ITa’) ViJ[(a), (b), PAe = 0 ; 
(IIb’) 116), De 0" 


Die obigen Termini ,Schiebungsinvariante bez. x, 
resp. 2.‘ und ,,unimodulare Invariante‘* sind nur mit den 
Zusätzen ,simultane‘ und ,,von jf ,g,h,...‘ zu ver- 
sehen, von denen der erstere auch unterbleibt. 

Der Satz I erhält so die erweiterte Fassung: 

Satz II. ,Sind die, auf die Koeffizienten- 
reihen (a), (b), (c), ... eines Systems binärer Ur- 
formen f»;, Jp» hs --. auszuübenden linearen par- 
tiellen Differentiationsprozesse P,,V, durch (ITx’), 
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(IIB’) erklärt, so genügt jede simultane Schiebungs- 


invariante von fr ÿ, h . bez. x, resp. x, der Glei- 
chung V,—0, resp. P, AE und jede simultane uni- 
modulare Invariante von f/,g,h,... beiden Glei- 


chungen gleichzeitig.* 

Es erhebt sich jetzt die Frage nach den hôheren par- 
tiellen Differentialgleichungen, die durch Nullsetzen der 
Koeffizienten von ?, h°,... in (5) entstehen. Sei zu- 
nächst wieder eine einzelne Urform f vorgelegt. Bei den 
in $ 10 behandelten Beispielen waren mit der linearen 
Gleichung (6) stets von selbst jene hôüheren Gleichungen 
miterfüllt. Es soll nachgewiesen werden, daB in der Tat 
allgemein die Gleichungen: 


&J(à) | d'J(à) 
11 = —\ ; 
METEO) Bliehe 
eine Folge der einzigen Gleichung (6) F, — 0 0 0 


sind; es wird sich nämlich zeigen, daB die linken Seiten 
von (11) lediglich durch Ausübung des Prozesses F, resp. F, 
auf die linke Seite von (6) hervorgehen. 

Zunächst liefert einmalige Wiederholung der Differen- 
tiation von (7) nach À: 


79 ñn Pa 
2 € 
(12) _ D D —atai+ D af 
TE 00% es CMS 
_ 


woraus für limhk — 0 folgt: 
D 
7 4h (h=0) = — Re xi(0) œx(0) y, EE A (0). 


d 


ah (h = 0) @) 
einmal wiederholt und diese Wiederholung mit l,(,) V2 
bezeichnet. Dann erhält man: 


Andererseits werde auch der ProzeB PV, - 


Schiebungsinvarianten. 191 


Hier führe man zuvôrderst das erste Aggregat rechterhand 
auf Grund von (8) aus, so kommt: 


C 22 

(15) AE > (0) = De ace, (0) #40 - 
Mithin stimmt die rechte Seite von (15) mit dem ersten 
Agoeregate auf der rechten Seite von (13) überein, und 
zwWar ganz unabhängig davon, was für Funktionen 
von À die «; sind. Im zweiten Aggregate der rechten 
Seite von (14) werde, bei festgehaltenem Index :, der 


Faktor von 
ergibt: Le 


(16) {x!(0)} = Xai( O)- ÿ “ TL à 


untersucht. Die Ausführung gemäB ($) 


Hier greifen die spezifischen Abhängigkeiten D et0) 


ein. Danach war «x{(0) — ia; ;, also verschwinden sämt- 


liche En mit Ausnahme des Falles & —i—1, wo 
= — ÿ entsteht. Andererseits besaB nach (10) æf_:1(0) 
den Wert (i — 1)a;_:, so daB (16) übergeht in: 

(17) Vikai(0)} = ë(i —ZlJaie, 

oder auch, zufelge der ersten Gleichung (10’), in: 

(18) Vi{xi(0)} — af (0) . 


s Ô 
Aber x/(0) war gerade der Faktor von LA im zweiten Aggre- 


gate der rechten Seite von (13). Vermôge (15) und (18) 
stimmen daher die rechten, also auch die linken Seiten 
von (13), (14) vüllig überein, und es ergibt sich die Identität 
der beiden Prozesse: 


(19) 
unabhängig von der Natur der einzusetzenden 


Funktion (falls sie nur die erforderlichen Ableitungs- 
prozesse zuläBt). 
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Setzt man an Stelle dieser Funktion im besondern 
eine Schiebungsinvariante J von f bez. x, ein, so daf 
V,J == 0 ist, so muB auch die rechte Seite von (19) iden- 
tisch verschwinden, d. h. die erste Gleichung (11) stellt 
sich als Folge von (6) dar. 

Offenbar bleibt der geführte Beweis Wort für Wort 
auch für den ProzeB V, bestehen. 

Wir gehen zum nächsten Falle über. Durch aber- 
malige Differentiation von (12) nach h ergibt sich: 


3 ê n On 72 
d  — x}! + 2 CT) c 
= Sn Gi At 
(20) Ron un ce 


a > De Sans m2 
per 2m à 0%; CXxz CO 


also für h — 0: 


d° re) ñn n 93 
eu (Ut 2 7 ; F.0108 
_ ah —0) = a" a >> OO 
n n se os 
se 10) (0) 0) + 


Andererseits liefert die nochmalige Ausübung des Pro- 
zesses VW, auf V? (14): 


Ô 


se ga, + 22 Po) Pa) 
i=0 k 


) Ü : 
| | so af) 


PTE À 


(22 


Um die rechten Seiten von (21) und (22) ineinander über- 
zufübren, gehe man lieber von (22) aus. Schreibt man 


n n 
.. à | gi LT Q .. 
kürzer >», 2; ... Statt >, >,..., so gilt zunächst, 
à q 0 F=0 


wie schon bei (15) benützt wurde: 


(23) NET = ai0 


o2 


ra 
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und hieraus folgt: 


0 rs) ES ATEN PP 0 
(24) RS O0), 
CAUSE LT Ca; Ca Ca 


wiederum unabhängig von der Art der Funktionen «;(k). 
Andererseits war vermôge (16), (17), (18): 


(25) Fiai(0)}} = V(ta;_:) = i(i — 1) a; = af (0), 
und hieraus folgt, wiederum vermôge (9): 
(26) Pixi(0)) = Vi a) = i(i—1)(2—2)a;_3 = a{"(0). 


Vermôge (26) geht das erste Aggregat rechterhand von (22) 
in das erste von (21) über, entsprechend das zweite in 
das zweite auf Grund von (23) und (25), endlich das dritte 
in das dritte vermôüge (24). 

Somit resultiert die Identität: 


d° 2 A) [2 

dh> (R=0) ANNEE 

unabhängig von der Natur der einzusetzenden Funktion. 
Im besonderen ist daher wiederum für eine Schiebungs- 

invariante J(a) von f bez. x, die zweite Gleichung (11) 

eine Folge von (IIa). Das Analoge gilt für den Prozef P,. 
Um jetzt die entsprechende Untersuchung allgemein 

zu führen, bediene man sich der Abkürzungen: 


(27) 


(28) VF En == D: 14 tai(0)} — À. 
Æ 1 Ca; = % 5 HN D) 
und für die Wiederholungen dieser Operationen der Zei- 
CRETE ED A A2 
Es bedeute o den r-ten Summationsindex in der 
Reïhe ©, k,1,..., dann ergibt sich einmal, zufolge der 
Definition (8) von l,, ohne weiteres vermüge vollständiger 
Induktion : 
Œu) D = > >D,..…. S'ai(0) (0)... a6+2(0) 
ke 1 


M o+1 
CAE TS PES 
andererseits ebenso, auf Grund von (9): 
(NV) A4 a 0 (0) = 20 — 1) (ti — 2). (= r)@œ , 1 
T2). 


Meyer, Allgemeine Formen- und Invariantentheorie I. 13 


o'+1 


Ca Cay Ca Ho 6 01 
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Man bemerke noch, daB in (III) jedes Df für r>n und 
in (IV) jedes 4} für r > à identisch verschwindet. 

Zieht man ferner die Regel*) für mehrmalige Differen- 
tiation eines Produktes zweier Funktionen einer Variabeln 
heran, und bedeuten r,,7,,... die zu r gehürigen Bi- 
nomialkoeffizienten, so führt die Weiterführung von (12), 
(21) zu der Darstellung: 


+ Ô S DE 
=— (A ie. : .àx0(0) x 
dh'#1|(h=0) ee. Mie - ETAT HAL 


MP rer da; ay Ê& + af D (0) «{(0) «/(0) + . .. 

OR Ne ne. Tee rt { (0) ) x ( (0) a( (0). 
o'+1 

se D >. OO. 0as œi(0) xx (0) . .. œo+1(0). 


Auf Grund der nämlichen Differentiationsregel erscheint 
andererseits als Verallgemeinerung der Formeln (14), (22): 


rl 
Fri — . Rotenst > 1 + N 2 4r—2 
ie EPA AT+r D, AT + Te D; A; 
î L 3 à 


Ha XD A+ Dr ai(0) . 


(VI) 


Dann geht in der Tat infolge der Relationen (III), (IV) 
je ein Aggregat von (VI) über in das korrespondierende 
von (V). Demnach besteht, wenn man wieder 7 statt r + 1 
schreibt, die grundlegende Identität der beiden Differential- 
prozesse* *) : 
d' 

VII) = 
(2) dh' TE 0) no" 
Versteht man jetzt,unter À den Parameter der Schie- 
pung A, (2b), so gilt dieselbe Identität (VII) für den 


*) 5. z. B. diese Sammlung Band VI ,,Integralrechnung“ v 
W. Fr. Meyer, $ 30, S. 327. È FRS 
“*) Ein kürzerer Beweis für die Identität (VII) wird in $ 22 
unter Benutzung der Wurzeln der Urform f, resp. der Urformen 
f.9,;h,... gegeben werden. 


-X 


| 
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Proze V,, da sich hierbei nur je zwei symmetrisch gelegene 
Koeffizienten a; und a,_; vertauschen. Mithin verschwinden 
im besonderen in (5), resp. in der, der Schiebung 4, ent- 
sprechenden Entwicklung, sobald der Koeffizient von À ver- 
schwindet, auch alle folgenden Koeffizienten von h?, h5,.. 

Bedeutet aber allgemeiner J(a) einen ganz beliebig 
vorgelesten Ausdruck in den a, und benützt man kürzer V 
als gemeinsame Bezeichnung für die beiden Prozesse P,, F,, 
so geht aus (5) und (VII) hervor, daf infolge einer auf die 
Urform f ausgeübten Schiebung A,(h), resp. A,(hk) die 
grundlegende Doppelentwicklung besteht: 


2 3 
INET) Ja) = J(@) PO} D PAT) + 2 J(a)} + … 

Bisher lag nur eine einzelne Urform f, mit Koeffi- 
zienten Gp; Gi, --., An Zugrunde. Tritt jetzt an deren 
Stelle wiederum ein System von Urformen f,, gp; My» -.., 
mit den Koeffizientenreihen (a), (b), (c), ..., so sind in 
den Entwicklungen (III) bis (VII) nur jeweils die einzelnen 
Aggregatsummen auf die sämtlichen Koeffizientenreihen 
der (a), (b), (c), ... auszudehnen; man fügt dann genauer 
diesen Summen der Reïhe nach den Index f,g,h, 
hinzu. 

Damit ist der Fundamentalsatz bewiesen, der zugleich 
die Umkehrung der Sätze I, II enthält: 

Satz III ,Liegen eine oder mehrere binäre 
Urtormen f,,%:... vor, von den Ordnungen 
n,P,g,.... in den Variabeln x,,,, und mit den, 
mit Binomialkoeffizienten behafteten Koeffizien- 
ten nid, Prbz, Qu, ..., und versteht man unter 
V,, V, die beiden linearen partiellen Differentia- 
tionsprozesse: 


. D. ô D. à 
V = PARA LR Dion 
Ô 


= ja. DD + D, HN 0B EL, 


so ist die on Fid=0nrespursJ= 0. not- 
wendig und hinreichend di daf Leu Ausdruck 
J[(a), (b), (c), ...] eine Schiebungsinvariante von 


13% 
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f,g,h,...bez.æ, resp. a, ist, sowie das gleichzeitige 
Bestehen beider Bedingungen dafür, daB J eine 
unimodulare Invariante von f,g,h,... ist. Ver- 
steht man aber allgemeiner unter J eine beliebige 
Funktion der (a), (b), (c), ..., und bedeuten (x), (), 
(y), ... die Koeffizientenreihen der vermôge der 
Schiebung À,(h), resp. 4,(h) transformierten Ur- 
formen, so gilt für V—=#/V, resp. V, die Doppel- 
entwicklung: 


rs 7 k° 79 h° 7 2 | 4 
CU) TA) (NO) PAPIERS ETES ETS 


Aufgabe 1. Für die in Anmerkung *) auf S. 186 f. 
angegebene erste und dritte Schreibweise der Urform / 
ist der ProzeB l, umzugestalten. 

Aufgabe 2. Die im Beweise des Hauptsatzes auf 
S. 193 f. verwendete allgemeine Induktion ist im einzelnen 
auszuführen. 

Aufgabe 3. Es ist zu zeigen, daf die Bedingungen 
PF =0, F,=0 ïür die (vel. Aufg. Guzu $.6,8.76).In: 
varianten R von /,, à und } von f,, sowie für die bi- 
lineare Invariante von f,, g, und die quadratische In- 
variante von /:, erfüllt sind. Dagegen genügt der erste 
Koeffizient a, a, — a; der Kovariante À von f, nur der 
Bedingung V,—0 und der letzte Koeffizient a, a; — a; 
nur der Bedingung PV, — 0. Entsprechendes gilt von der 


, À | : 
Kovariante Q — von /:;, sowie von den Ko- 


A 18 
A} 12 
Lai Las 
HSE 


varianten À und 0 — 


von /, (s. die Aufgaben 1 
æ da 


und 3 zum Anhange von "Abschnitt I. 

Aufgabe 4. Auf Grund der in Aufg. 7 zu $ 6 ge- 
machten Angaben sind die Schiebungsdifferentialgleichungen 
auf Invarianten J einer ternären Urform f(x, x , x.) 
resp. auf ein System solcher auszudehnen. 

Ordnet man f z. B. nach x, : 


F = fo + fi + fa + . .. +f,, 


wo f; eine binäre Form iter Ordnung in *,, æ, ist, so 
sagen die den Schiebungen À,(h,) — A,,(h1), A2 (ho) — A9(h2) 
bez. x, resp. a entsprechenden Differentialgleichungen 
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Vis J — 0, J3,J — 0 aus, daB J eine Schiebungsinvariante 
des binären Systems der f,, f1, ..., f,\ bez. x resp. *, 
ist, und entsprechend sa die beiden Le Paare von 
Glerhunsen = ONE ON = O0 RE O0. 

Aus dem I. c. ne Zusammenhange zwischen den 
sechs Schiebungen geht hervor, daB von jenen sechs Glei- 
chungen gewisse drei eine Folge der drei übrigen sind 
BR om ES 00 = 0) Ve 17 

Analoges gilt für quaternäre, ..., n-äre Urformen (in 
4, ..., n homogenen Variabeln) resp. Systeme solcher. 


$ 12. Die Gewichtsregeln und Gewichtsdifferentialgleichungen für 
Streckungsinvarianten binärer Formen. Die Differentialgleichungen 
für vollständige Invarianten. 


Sei wieder J{[(a), (b), (c), ...] —.J irgend eine in den 
Koeffizientenreihen (a), (b), (c), ... der Urformen },, g,, 
hk;, ... ganzrationale Funktion. TLiegt zuvôrderst nur eine 


einzige Urform f, [S 11, (1)] vor, so ist J ein Aggregat 
von der Struktur: 
(1) Ta) = eapar. ram ci DT, 
wo rechts eine endliche Summe von Gliedern T steht, 
die &; nichtnegative ganze Zahlen sind, die nicht sämtlich 
verschwinden, und die ec numerische Faktoren. 

Auf die Urform f,(x#,, æ,) werde eine ,,Streckung“ 
M,(m,) resp. M,(m,) von x, resp. «, ausgeübt: 
(2a) MMM = mé =; 
(2b) MS (MATE, Lo == Mo gr. 
jeweils in eine 
hriebene) Form 


Dadurch transformiert sich /,(x,, 4) 
(wiederum mit Binomialkoeffizienten ges 
Pn(é, à) mit Koeffizienten x;, wo: 


(2x) M;(m;) | Yo = do Mi ; = ME es 


(28) M,(m2) | a —@0, MMM, ..., ME, ..., En AnmME 
Der Ausdruck J(a) heiBt eine ,,Streckungsinvariante“ 
von f bez. æ, resp. æ, , wenn sich J(x) von J(a) nur um 
eine natürliche Potenz der Substitutionsdeterminante m”, 
resp. #, von M, resp. M, unterscheidet, so dak: 
(la) H(m) | J(x) = mi J(a) ; 
(Ib) M,(m.) : J(x) —= m£?J(a) . 


een 


n—ti 


Éd MAN, :..: Nan 


=] 
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Der Exponent «w, resp. «, heiBt das ,Gewicht‘ von J 
bez. æ, resp. &,. ÆEinfachste Invarianten der Art (1) sind 
bereits die a; selbst; denn gemäB (2) ist à; — mX° ‘a; resp. 
a; = mia, so daB in diesem Falle w, = n — à, ©, = À ist. 
Âhnlich gilt für ein Produkt a;a, irgend zweier Koeffi- 
zienten von f (wo à auch gleich k sein darf): 
Mn) | om tb aa; M,(m) | oz = mia; ax, 
wo jetzt w, = 2n — (i + k), w, —=1i+k. Entsprechendes 
gilt für ein beliebiges Potenzprodukt der «x. 

Allgemein erhält man für die Transformation irgend 


eines Gliedes T von J (1) auf Grund von (2), (3), unter 
T jeweils das transformierte Glied verstanden: 


(3a) 


M(m)|T—=cauan... an 
(3b) 2 (M) | c œÿo QE œ 


M(m)|T=caaf... aim 


n 


ee neo+(n—-1)s1+...+1.ep 1+0.e & AE € 
ms 1 n—1 mn, Car at NOTE a? : 


n 


+ men t(n-1en1+ +1: e+0 80 ec a® a an 
2 | Gi DEAR En 
Bedient man sich der Abkürzungen: , 
(Ba) net+(n—1)a+...+l.s +0. = Dn—i)a=Q, 


(BA) nent(n—teit...+la +0 = Vis  =@, 
go. lauten die Relationen (3): 
(a) MM (nm) NT = EmIATT (3b)  M,(m) |T = mare 
Soll die Bedingung (Ta) resp. (Ib) für sämtliche Werte der a; , 
sowle von M”, resp. », erfüllt sein, so muB für jedes 


Glied T von J(x) die Potenz m’: resp. mf* mit der in (I) 
auftretenden m°: resp. mf» übereinstimmen und umgekehrt: 


(4a) Mn) | & — 2'(n & = @, 
(4b) M,(m) | Ge = die, — D . 


U 


Mit Rücksicht auf die obige Feststellung über die 
Streckungsinvarianz eines einzelnen Koeffizienten a; (2) 
oder auch eines Potenzproduktes desselben lege man, nach 
dem Vorgange von $ 10, dem Koeffizienten a; hinsichtlich 
ciner Streckung M, resp. M, oder kürzer ausgedrückt, 
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hinsichtlich (oder auch bezüglich) x, resp. a,‘ das ,,Ge- 
wicht'® n — à resp. à bei, und allgemeiner einem einzelnen 
Gliede T (1) von J das ,,Gewicht‘ G, (3a) resp. @ (3b) 
bez..æ, resp. æ . 

Ist dieses Einzelgewicht G, resp. G, ein und dasselbe 
für sämtliche Glieder T von J, so nennt man J ,,isobar‘* 
bez. x, resp. x, vom ,,Gewicht‘ G, resp. G bez. x, resp. *, . 

Dieser Fall tritt nun auf Grund von (4) eben für eine 
Streckungsinvariante J von f bez. x, resp. x, ein und das 
Gewicht G, resp. G, deckt sich dann mit dem oben als 
»Gewicht‘* der Streckungsinvariante bezeichneten Ex- 
ponenten «, resp. «, in (1) Es gilt also zunächst: 

Satz I ,,Eine Streckungsinvariante J von f 
bez. x, resp. x, ist iscbar, und umgekehrt; ihr Ge- 
wicht @; resp. G, fällt mit dem Exponenten «, 
resp. &, in der Definition (1) zusammen. 

Durch Addition der beiden Formeln (4) entsteht: 


(5) neo + a +... +) = +0». 


Dies sagt aus, daB für eine Streckungsinvariante J(a) be- 
züglich beider Variabeln die Summe der Exponenten £; 
in jedem Gliede T von J (1) konstant ist, d. h. J ist 
homogen von der Dimension d; = & + & +... + e, 
und (5) nimmt damit die Gestalt an: 


(57) nd; = @ + a, 


so daB &, + «, durch n teilbar sein muf. Das liefert den 
Satz II. ,,Eine Streckungsinvariante J von f 
bezüglich beider Variabeln ist homogen von der 


O1 + Do 


Dimension d;— : hierbei muB w, + «, eine 


durch n teilbare ganze Zahl sein. 

Umgekehrt folgt sofort, daB, wenn irgend eine der 
beiden Bedingungen (4) nebst (5) erfüllt ist, dies auch von 
der zweiten Bedingung (4) gilt: 

Satz Il. Eine Streckungsinvariante JV ON 
bezüglich irgend einer der beiden Variabeln, die 
zugleich in den Koeffizienten von f homogen ist, 
ist auch Streckungsinvariante bezüglich der 
zweiten Variabeln.* 
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Das Gewicht von J in bezug auf die letztere bestimmt 
sich aus (5’) durch «, — nd; — «, resp. ox = nd; — «»,. 

Im folgenden beschränken wir uns im wesentlichen 
auf Ausdrücke J, die den beiden Definitionen (Ia), (1b) 
eleichzeitig und zwar unter der Voraussetzung @,— @, — (0 
genügen: J heife dann schlechtweg eine ,Streckungs- 
invariante‘ von f. 

Für diese wird der Inhalt der Formel (5) noch deut- 
licher, wenn man zwei Streckungen M,(m), M,(m) mit 
demselben Parameter m zu der »Erweiteru ungssubsti- 
tution“ E(m): æ =mé,, 2, —mE zusammensetzt (vel. 
$ 6, $. 62). Dann wird à; — m'"a;. und jedes Glied in J(x) 
unterscheidet sich von dem entsprechenden in J(a) um 
den Faktor m'+tat..+e). Die Substitutionsdeterminante 
von Z(m) hat den Wert m°. 

Nach Voraussetzung soll J der Forderung genügen: 


(1) J(x) = (m?)° J(a) = m°° J(a) ; 
mithin gilt die Relation: 
(67) natat...+a)=2œ© oder nd; =2, 


d. i. aber die Gewichtsregel (5) für &, = «, = &. 

Die Sätze I und II übertragen sich sofort auf ein 
System von Urformen /,,g,,h,,... mit den Koeffizienten- 
reihen (a),.(b), (c), 

Sei J wieder ein in diesen GrôBenreihen ganzrationaler 
Ausdruck: 

[ J = JT(a), @),(e),...]= Zoagvan...ambrbn... bin, 


(E) à As Sun 


Soll J eine Streckungsinvariante bez. æ, resp. æ, sein mit 
den Gewichten &,, «, : 


(La’) W;( He | JC D MARALIN EME be 
(1b°) (m,) | J[(x), (8), (r), … 1= mag, 
SO ee Un die Mt (4), (5) aus zu den 
folgenden: 
Le ie 

(4b) Din —r)e, + Dp — ss) +... = &, 

Fa À s=1 

ÿ Li 2 ‘ 

(4b”) Dre, + Ds Hate co (a + 

r=1 e=i 


(5) nDe+pDdn+...—=nd,;+p dy +... = 0) Fa. 
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Man nennt J ,,hinsichtlich sämtlicher Koeffizientenreihen 
(a), (b), (c), ...‘* isobar bez. x, resp. x, vom ,,Gesamt- 
gewichte‘ «, resp. a, . 

Für eine Streckungsinvariante J bez. x, und , gilt 
die Relation (5°). 

Der $Satz II für eine einzelne Urform f findet aber 
zunächst nicht etwa dahin M tone daB die 
Gesamtdimension d'e + d'y + = d; + d, +. kon- 
stant wäre. 

Man ziehe dagegen den allgemeinen Hilfssatz S. 142 des 
S 10 heran. Danach war eine ganzrationale Funktion J der 


(a), (b), (c), ... darstellbar als ein Aggregat J = J, + J, 
+ J, +..., wo jedes J} hinsichtlich jeder einzelnen 
Reiïhe der (a), (b), (c), ... homogen ist. 


Auf solche Ausdrücke J, darf man sich daher be- 
schränken, wie es im folgenden in der Regel geschehen soll. 

Für derartige Ausdrücke J,, wenn sie zugleich 
Streckungsinvarianten bez. x, und *, sind, sagt die Re- 
lation (5”) aus, daB die Summe der Produkte aus den 
Ordnungen #, p, g., ... der Urformen in die bezügliche 
Dimension d;, d,, d,, ... von J; gleich der Summe der 
beiden Gewichte wird. 

Im folgenden Kkommt wiederum hauptsächlich nur 
der Fall ©, — ©, in Betracht. 

Nunmehr werden die Ergebnisse (4”), (5”) mit denen 
des $ 11 kombiniert. Die Variabeln x,, «, in den Ur- 
formen /»» 95, y, --. Werden irgend einer eigentlichen 
Substitution S mit der Determinante À unterworfen: 


/ 


(6) aa He OO 
MEPETIMNT 

Dadurch môgen die Formen f,, 9»; y; -.. übergehen in 
die neuen: ÿ»;, Yp» 4g» --. Mit den Koeïfizientenreihen (x), 


(B),(>),... Ein in den Koeffizientenreihen (a), (b), (c), ... 
einzeln homogen vorausgesetzter Ausdruck 

J = J{(a), (), (ce), ...] 
heiBt eine vollständige simultane ,,Invariante‘ der 
f, g, h, ..., oder auch schlechthin eine ,,Invariante“ 
der f, g, h, ..., wenn stets: 


(D) J(a), (8), (y), -..1= 4° J[(a), @),.(), ...1= 4°J 
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wo w ein fester ganzzahliger Exponent ist, das .,Gewicht* 
von J. Dann sind sowohl die Gewichtsregeln (4), (5°) 
(für ©, — w, — w), wie die Schiebungsdifferentialgleichungen 
(I a’), (IIb’) des $ 11 erfüllt. Damit gilt: 

Satz III ,,Eine Invariante J (II) der Binär- 
formen fn, Jp» hgs --. genügt einmal den linearen 
partiellen Differentialgleichungen W,=0, V, =0 
— (ITa’), (11b°) des $ 11 —, andererseits den Gewichts- 
regeln (4”) und damit auch der Dimensionsregel (5°). 

Indessen sind infolge der Sätze des $ 6 über die Er- 
zeugung einer beliebigen Substitution $ (6) aus Schiebungen 
und Streckungen als Fundamentalsubstitutionen die Be- 
dingungen des Satzes, III nicht unabhängig voneinander. 
Eine beliebige S (6) war erzeugbar durch die Schiebungen 
A,(h,), A,(%) [$ 11 (2)] unter Hinzunahme entweder einer 
Streckung M,(m,) von x,, oder aber einer Streckung M,(m;) 
von æ ,; oder auch einer Erweiterung E(m) von x, und %, . 
Andererseits war das Paar A,(h), A,(h,) für sich noch 
ersetzbar durch das Paar À4,(h,), R resp. 4,(h), R, wo R 
die reziproke Substitution (Vertauschung beider Variabeln) 
bedeutete. Kombiniert man diese Sätze mit dem weiteren 
Satze V. des $ 6 über die Multiplikation der Substitutions- 
determinanten bei Zusammensetzung von Substitutionen, 
so folgt: 

Satz IV. ,,Damit ein in den Koeffizienten- 
réihen,(a), (),:(ck#envon Urformen fs, 
ganzrationaler und je homogener Ausdruck 


J{(a), (b), (c), = 


eine Invariante (II) der Urformen ist, ist not- 
wendig und hinreichend, da J- einmal den 
Schiebungsgleichungen V,—0, V, —=0 genügt, und 
überdies isobar ist hinsichtlich irgend einer der 
beiden Variabeln x,, x, , oder aber die Dimensions- 
regel (5°) befriedigt. Von den beiden Bedingungen 
V,—0,V, —0 1äBt sich auch irgend eine ersetzen 
durch die Forderung, daB J bei gleichzeitiger Ver- 
tauschung jeweils symmetrisch gelegener Koeffi- 
zienten 4, und 4,_;, 0; und b, 3, ... ungeändert bleibt 
oder aber das Vorzeichen wechselt, je nachdem das 
Gewichto derInvariante gerade oder ungerade ist. 
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Es erhebt sich nunmehr die Frage, ob sich nicht die 
Gewichtsregeln (4°) für Streckungsinvarianten, ebenso wie 
in $S 11 das invariante Verhalten von Schiebungsinvarianten, 
durch das Bestehen gewisser linearer partieller Differential- 
gleichungen charakterisieren lassen. Es genüge die Unter- 
suchung einer Streckung M,(m) von æ, : x —=mé,,m—E£,. 
Wird zunächst wieder eine einzelne Urform /, mit Koeffi- 
zienten a; zugrunde gelegt, so treten für die neuen Koeffi- 
zienten «à; die Relationen (2x) in Kraft: 


(2&) Mimi m "a. 1\(i—=0n1,;...,n). 
GemäB (Ia) soll sein: 
(Ta) J(x) = m° J(a), 


wo « jetzt an Stelle von «, steht. Für m —1 reduziert 
sich die Streckung M,(m) auf die identische Substitution; 
man setze daher bei beliebigem m : 


(1) m=l+h, 


so daB jetzt der identischen Streckung der Wert k = 0 
entspricht. Entwickelt man in (Ia) (1+h)” nach dem 
binomischen Satze, und bezeichnet J(x) mit J(m)—4J(1+h), 
so wird: 


Le ones Je, RPC, 


WO Oj, Do, O3, ... Wiederum die sukzessiven Binomial- 
koeffizienten von « bedeuten. Links werde, wie in $ 11, 
J(x) nach dem Maclaurinschen Gesetze entwickelt: 


aJ(x) , &J(a) 
ah Œ=0  * a @=0 


OT N=J 2} ee 


Die rechten Seiten von (8) und (9) sollen gemäB (Ia) 
identisch in k übereinstimmen, insbesondere also die Ko- 
effizienten von k selbst: 


dJ(a) 


ah en 
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Behufs Auswertung der linken Seite von (10) führe man 


: , rd dh 1. dJ(a) _ dJ(a) 
wieder m ein, So wird wegen Pr Le ane 
und demnach: | 

dJ(x) __ dd) 
Qi) dh (h—0) dm (m—1) 


Werden die Differentiationen nach m mit Akzenten 
bezeichnet, so ergibt sich: 


_dJ(x) CT (RE RO TIC) 0e CRE 
mr Coperee (| a A a mer Xn 
dm 0% Co Cr 
(12) ie 
| : NT0dJ (a) e 
— Do 
0 
Hier ist der Wert m — 1 zu substituieren. Dabei redu- 
DJ (x DJ CRE 
ziert sich jedes A auf Aa == = — , Andererseits 
OX; C&; C&; 
liefern die Formeln (2a): 
(13) mn amie mi=O ir" 
also für m — 1 : 
(14) Dim=1) —= ( — À) d;. 0 EEE) 


Dann nimmt in der Tat die Bedingung (10) die Ge- 
stalt einer linearen partiellen Differentialgleichung bez. der 
dj; an. 

Da der Beweisgang für eine Streckung M, ganz analog 
ist, So genügt, wenn wieder die alten Bezeichnungen #”,, m,, 
®,, , eingeführt werden, eine Streckungsinvariante J von 
{ bez.æ, resp.æ, mit dem Gewichte «w, resp. w, der Streckungs- 
bedingung *): 


UT ôJ ô 
| M, — N A ‘a, +- (n ES 1) UA êa + So A An 1 du oi J 
(IT a) n ).J 
. (o) 
| 2: — À) & 5, de iQ 


*) Man beachte, daf die Struktur von (Ia), (Ib) unver- 
ändert bleibt, wenn die Urform f ohne Binomialkoeffizienten ge- 
schrieben ist. 
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TJ CJ OJ 
M=na,— +(n—1)a,_:- Es. + — oi 
C C Ca 


mn An il 44 | 


(ID) > . 
| — ia, = = a J= 0: 


Wie es sein muB, gehen die beiden Gleichungen (IIT a), 
(IIIb) durch Vertauschung symmetrisch gelegener Koeffi- 
zienten a; und @&,_; auseinander hervor. 

Umgekehrt soll wieder nachgewiesen werden, daB die 
Bedingung (Ia) resp. (IITb) auch hinreichend ist, damit 
-J zu einer Streckungsinvariante bez. x, resp. x, wird. An- 
statt jedoch, wie in $ 11, zu dem Behufe die Koeffizienten 
von k?,h$, ... in (9) zu untersuchen, gehe man direkt vor. 

Sei T wieder irgend ein Glied in J (1): 


= = Eo AE Ej £, 
(1) T=ct—carai... af... ax. 


Man übe auf T etwa den ProzeB M, (IIIb) aus. Bildet 
= = : 

man der Reïihe nach Le Les ANR 5 -, multipliziert 
CG ” Can 

sodann resp. mit 1-4, 24, ..., na, und addiert, so 

erscheint der Ausdruck M,(T), abgesehen von dem Gliede 

— «9 J, als ein Aggregat von Gliedern, deren jedes den 

Faktor ct enthält, und auBerdem sukzessive die Faktoren 


l-4,, 28, ..., ne, 80 da entsteht: 
(15) MAD AT Dre, 0 Te 
“= 1 


Somit gilt auch für das ganze Aggregat J: 
(16) M(J)= ZT re, — w,J . 
at 
Nun soll hier die rechte Seite gemäB der Voraussetzung (III D) 
identisch verschwinden: dies ist nur so môglich, daf: 
(17) PTE 0. 
r=1 
d. i. aber gerade die zweite der beiden Gewichtsregeln (4). 
Ebenso ergibt sich für eine Streckungsinvariante J von / 
bez. à, die erste Relation (4). 
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[ae 
(ep) 


0 


Die Übertragung auf ein System von Urformen /,, 
Jp» Rs --. bietet keinerlei Schwierigkeit, man hat nur die 
in M,, M, enthaltenen Differentiationsprozesse der Reihe 
nach auf die Koeffizientenreihen (a), (b), (c), ... der f, 
g,h,... zu erstrecken und jeweils die Saumme zu bilden. 
Damit nehmen die Gleichungen (III) die erweiterte Ge- 
stalt an: 


1? ne . OJ LEE b 0J J 
(IT a’) M=Dm-iazs + 2 En +. er 


und es gilt*): 

Satz V. ,Sind die linearen partiellen Diffe- 
rentiationsprozesse M,, M, für ein System von 
Urformen /;:,4,, 3. cndurchi(lliat) resp. (ILLD 
erklärt, so ist die Bedingung (IIIa’) resp. (IIIb’) 
notwendig und hinreichend dafür, da J eine 
Streckungsinvariante der f,g,h,... bez. x resp. 
mit dem Gewichte «, resp. æ&, ist, und die Be- 


 dingung (IITa’) resp. (IIIb’) erweist sich als gleich- 


(III) 


wertig mit der Gewichtsregel (4a’) resp. 4b’). Für 


die Existenz einer Streckungsinvariante der f, g, 
hk,... bezüglich beider Variabeln, mit dem Ge- 
wicht «, — «, — ©, ist das gleichzeitige Bestehen 
von (IIla’) und (IIIb’) — mit ©, — «y — © — oder 
auch von (4a’) und (4b’), notwendig und hin- 
reichend. 

Desgleichen ist die durch Addition von (IIIa’} und 
(IILb’) hervorgehende Gleichung: 


0 l, 0J 
(M+M)J =nDas- + p D 1 — (a, + &) J = 0 
0% 


*) Die beiden Schiebungsdifferentialgleichungen (ILa’), (ILb’) 
des $ 11, nebst den beiden Streckungsdifferentialgleichungen 
(ITa’), (ITb’) sind zuerst von A. Cayley, Journ. für Math, 
Bd. 47 (1854), S. 109, Collected math. Papers II, S. 164, aufgestellt 
worden. Die allgemeine Theorie der Differentialgleichungen für 
invariante Bildungen im Falle von n# Variabeln hat S. Aronhold, 
Journ. für Math., Bd. 62 (1863), S. 281 entwickelt. 
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gleichwertig mit dem Bestehen der durch Addition der 
beiden Gewichtsrelationen (4’) entstehenden Gleichung (5’) 
für eine Streckungsinvariante J bez. x, und #, . 

Sei J nach Voraussetzung in jeder Koeffizienten- 


reihe (a), (b), (c), ... einzeln*) homogen, von der resp. 
Dimension d;, d,, di, ..., so nahm die Gleichung (5) 
die Gestalt an **): 
(5°) nds + pd, + qd +i.. = ©, + &. 
Andererseits ist aber nach dem Eulerschen Satze über 
nn Ol. oJ 
homogene Funktionen Ya; Fos d;J , 2 os dyd ; 


.-; setzt man dies in (III) ein, so kommen die beiden 
Formeln (III) und (5’) direkt zur Deckung. 

Für eine Streckungsinvariante bez. beider Variabeln, 
mit dem Gewicht w, ist in (III) und (5”) «, = «, = 
zu setzen. 

Mit Hilfe der beiden Streckungsdifferentialgleichungen 
M =0, M, =0 (IIIa’), (IIb’) ist man in der Lage, 
den in Satz IV betonten Zusammenhang zwischen den 
beiden Schiebungsbedinsgungen V,—0, VW, —0 und den 
beiden Streckungsbedingungen M, —0, M, —0 für eine 
Invariante der Uriformen f,g,h,... in eine durchsichtige 
analytische Form zu kleiden. 

Zu dem Behuf empfiehlt es sich, die beiden Pro- 
zesse V,,V,, zunächst wieder für den Fall einer einzelnen 
Urform f,, zu ersetzen durch zwei allgemeine lineare par- 
tielle Differentiationsprozesse: 


1 Ô ” n Ô 
(18) A do. , B PA. , 


*) Tritt die genannte Voraussetzung für J nicht ein, läfit 
sich aber J, wie es für eine ganzrationale Funktion der (a), (b), 
(c),... gemäf Satz (IV’) des $ 10 stets der Fall ist, in ein Aggregat 
J = J, +J, +... zerlegen, wo nunmebr jedes Glied J; der rechten 
Seite wieder in den (a), (b), (c),... einzeln homogen ist, so hat 
man nur den soeben angegebenen Prozef für jedes J; auszuführen, 
und hinterher wieder die Summe zu bilden, um die Gleichwertig- 
keit von (5’) und (III) einzusehen. 

##) Sind im besonderen alle Urformen von gleicher Ordnung *, 
so reduziert sich (5/) auf n Z'd; = «, + w,, wo Zd; die Gesamt- 
dimension in den Koeffizienten bedeutet, 
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wo die «;, Bx beliebige Funktionen der n+1 unabhängigen 
Variabeln %, %, -.., æ, Seien. Nach dem Vorgange 
Poissons*) bilde man aus À und B den ,,Klammer- 
ausdruck‘ (4B): 


(19) (AB) = AB—BA, 
wo z. B. AB bedeutet, daB nach dem Prozesse B der Pro- 


zeB À. auszuüben ist. 
Sei à ein fest herausgegriffener Index, kÆ ein beliebiger, 
: (e 
von À verschiedener, so entstehen aus dem Gliede f; sn 
: 


in B bei der Bildung von AB vermôge der beiden Teil- 


(a (a £ - = 
prozesse 4;-—, %,-— die vier Glieder: 
0; 0x 


? Dj 
39 n9 9 £ A à n 
o° O° GO RC op; oo 
(20 à) Gi 5 57000 Xx Di G G ; £ ae A ; k de 7 0 
CT; CL; © Ty C%j OX; Cyr OC; 


und entsprechend aus dem Gliede y - die folgenden: 
Xe 


C2 Q- 
(20) NS Dr 
x Pr EE : Pr ce 


Andererseits liefert das Glied «x; Se in À, bei Bil- 
dung von BA, vermôüge der beiden Teilprozesse hf; se. 


€ CT; 
Pr =— , die folgenden: 
CXy 
0? ©? 0x O0 Oxx 0 
(TA) bis Qi fr es ie à be À 
ox; 0%; 0% Om 0% 0%, 0%: 
und analog das Glied x; in À die folgenden: 
OC Ty 
D9 9 2 La \ E\ a | 
: 0? 0? az C OXy © 
CD) Ge, hs Bas, Bots 
Ty OT; CA CA; C Lx CE C Ty 


*) Näheres über den Klammerausdruck s.z.B. Lie-Scheffers, 
Kontinuierliche Transformationsgruppen, Leipzig 1893, S.37f#f. Das 
Verfahren des Textes würde sich mit Hilfe der Lieschen Sym- 
bolik kürzer darstellen lassen. 


Streckungsinvarianten. Vollständige Invarianten. 209 


Stellt man mit Hilfe der Formeln (20a), (20b), (21a), (21b), 
indem man + der Reihe nach die Werte 0, 1, ..., n bei- 
leet, den Klammerausdruck (4 B) (20) explizite her, 80 
zerstôren sich die mit partiellen Ableitungen 2. Ordnung 
nach den æ behafteten Glieder, und (4 B) nimmt die ein- 
fache Gestalt an: 


1 PR Pr 
EY) (4B) = Ÿ De | 68 |; 
F=0 #0 + lon EPA 
wo nunmehr k, wie à, sämtliche Werte O0, 1, ...,n 


durchläuft. 

Damit ist der wichtige Hilfsatz bewiesen: 

Satz VI. ,,Sind À, B (18) zwei beliebige, auf 
dieselben n +1 Variabeln x; bezogene lineare par- 
tielle Differentiationsprozesse, so ist auch der 
Kliammerausdruck (AB) (19) ein solcher, und aus 
À und B explizite gemäB (IV) zusammengesetzt.‘ 

Der Satz überträgt sich seiner Herleitung nach ohne 
weiteres auf den allgemeinen Fall, wo sich À und B in 
eine gleichgroBe Anzahl analoger Prozesse zerlegen: 


A 


< ( < Nue 
À 2" EPA +20 da? + OO 


(19°) 

B — = he +È# Ca Ne 
indem die @), (at) et HR unabhängige Systeme 
von (n +1), (p +1), ... Variabeln bedeuten. Die rechte 


Seite von (IV) ist dann nur der Reihe nach über die 
verschiedenen Systeme von GrüBenreihen {(x), (B), (x)}, 
{(xU), (8®), (x@)}, ... zu erstrecken und sodann zu 
summieren. 

Der Satz VI werde nunmehr im besonderen auf die 
beiden Prozesse V,, V, angewendet, so daB, für eine ein- 
zelne Urform f, wird: 


ee Ô 
A=", di À 
(22) : - 
Br ne | E bons , 
(23) Qi = Ÿdi-1) Pr = (n — k) Ax+1- 


Meyer, Allgemeine Formen- und Invariantentheorie I. 14 
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Demnach ergibt sich, gemäB (IV), für den Faktor 


CNP LE 
von EPA in (e Pal 
an |(n—%k)a-s, k az: 
(24) à (n — Le é ai 
k=0 x C ax 
Hier verschwinden aber sämtliche re , mit Aus- 
os 7 
de 
nahme des Falles k—2+1, wo De und des- 
€ a: +1 
gleichen sämtliche Rs mit Ausnahme des Falles 
k 0 dit Te 
k =4— |, -WO Oas, Le 


Es bleiben daher in (24) nur die beiden Fälle k — à +1 
und # —i—1 zu berücksichtigen, wo sich die beiden be- 
züglichen zweireihigen Determinanten auf + (à +1)(n — à) a; 
resp. —i(n — à +1)a; reduzieren. 

Da aber (2+1)(n —1) —i(n —i+1)=n—21, so 
gewinnt man die Identität: 


Ÿ (] 
Pr)=r7r, V7, — 24) «a -— 
CHR Tr PA te 
und entsprechend für ein System von Urformen /,, gps hg: 
n 2 
MN = RUES Ra 2 S (p—2k) ne 
#=0 0 di #=0 bz 

Bildet man andererseits, für &@, = «, — &, die Diffe- 
renz der linken Seiten der beiden Streckungsgleichungen 
(IITa’), (IIIb’), so fällt das Glied —cwJ heraus, und es 
ergibt sich *): 


- U, ) 
(VI) MM =S (n—2 5) a, + Sd (p—2k)d ar" 


i=0 0 © by 


e 

+... 
Die Vergleichung von (V’) und (VI) liefert die Fun- 

damentalidentität : 

(VII) MP) =rr —V, V,= M, — M, : 


*) Vel. W. E. Story, American Math. Soc. Trans. Bd. 8 
(OUT) RS 285: 
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Satz VII ,,Die nach Satz (IV) bestehende Ab- 
hängigkeit zwischen den beiden Schiebungspro- 
zessen F,, V, und den beiden Streckungsprozessen 
M,, M, für eine Invariante der Urformenu f,, g,, 
hk;, ... findet ihren analytischen Ausdruck in der 
Identität (VII). 

Verschwinden demnach insbesondere für einen Aus- 
druck J — J{(a), (b), (c), ...] V,J, V,J nebst irgend 
einer der beiden Bildungen M,J resp. M, J, so ver- 
schwindet damit auch die andere M,J resp. MY, 
d. h. eine unimodulare Invariante J der f, g, h, ..., 
die überdies isobar ist bez. einer der beiden Variabeln 
vom Gewichte «, ist auch isobar bez. der anderen Variabeln 
mit dem gleichen Gewichte «w , und J ist eine (vollständige) 
Invariante der f, g,h,. 

Entsprechend tolgt gemäg (VNID'au FT = 0 = 0 
und (M + M,)J —0 auch einzeln M, vif #L entr 
um aber diesem Ergebnis eine geeignete Auslegung zu 
geben, bedarf es noch einer weiteren Vervollständigung 
des Satzes IV. 


Sei J — J{(a), (b), (c), ...] vorderhand eine be 
liebige ganzrationale Funktion der (a), (b), (ce), ... Die 
entwickelte Gestalt von J laute, analog zu (1): 

D) J—Dcar...ai... an bm...b7x A0TE cho... ct ARC Hire 


Man übe den ProzeB P, auf irgend ein Potenz- 
produkt # von der Dimension 4 = 6, + y + G + 
aus, so entsteht: 


+ 


Vii=diaan...ai-1tla%... an br... b7e. bip... cit... ca... 
ee CN, i—1 i p 0 0 4 
= 
25) Ÿ& n ne +1 pur b1 € 7) En nbo @ à 
ë PS À 1 (= ET 
+ Dh bte... Dh TT br... bip aie... af... apr céo... cit... Cia... 
k=1 
== ee. «, 


} 


Man erkennt, daB jedes Glied von V,{ wiederum die 
Dimension d besitzt, und das Entsprechende gilt für V,t. 
= Dagegen ist, was später ($ 14) zur Verwendung kommt, 
wenn Ale es 
= DUn — 1e +20 — k) me + 
i—0 k=0 
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das Gewicht von { bez. x, und 


n D 
O9 Di E +IX HE It 
CS k=1 
das Gewicht von t bez. a, ist, das Gewicht «1 resp. «> 
jedes Gliedes von V,t gleich «, +1 resp. «, —1; und 
umgekehrt ist für jedes Glied von V,t oi= a —1, 
8 = O2 +1. 

Nach dem mebhrfach benützten Hilfssatze, S. 142 des $ 10, 
làä8t sich jede ganzrationale Funktion J — J{[(a), (b), (c), ...] 
als ein Aggregat J, + J, +...+4J,<+... einer endlichen 
Anzahl analoger Funktionen /, darstellen, deren jede hin- 
sichtlich der einzelnen GrüBenreihen (a), (b), (c), .. 
homogen ist, von den resp. Dimensionen df, d#, df, ... 
— so daB keine zwei Systeme dieser Einzeldimensionen 
vôllig übereinstimmen —, während die Gesamtdimension 
mit d, bezeichnet sei. 

Damit erhalten die Bildungen V,J, V,.J die Gestalt: 


5 [AT R+PR + + PRE, 
Ë PJ = Vs d, + Vo da +... + Pi dz+..., 


wo gemäB (25) die ganzen Funktionen V,4J,, V,Jz die- 
selben Einzeldimensionen d”, dŸ, d, ..., sowie dieselbe 
Gesamtdimension d; besitzen, wie J} selbst. 

Nunmebr greife die Annahme ein, daB J eine uni- 
modulare Invariante der f, g, h, ... sei, so daB die 
Identitäten W,J —0, V,J = 0 erfüllt sind. Da aber die 
einzelnen Glieder W,4J4 resp. V, J, jeder der beiden rechten 
Seiten von (26) lauter verschiedene Systeme von Einzel- 
dimensionen besitzen, so ist die Annahme V,J=0, 
V,J — 0 nur so môglich, daB einzeln: 


7 Aer d = 0, SET 
FROM Ji OT 0 
und es gilt somit: 
Satz VIII. ,,Man denke sich eine ganzrationale 
Funktion J der Koeffizienten (a), (b), (c), ... der 
Urformen j, g, h,... zerlegt in eine endliche 


Summe ganzer Funktionen J,, die hinsichtlich der 
einzelnen GrôBenreihen (a), (b), (c), ... homogen 
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sind, mit jeweils verschiedenen Systemen von 
Einzeldimensionen; ist dann J eine unimodulare 
Invariante der f, g, h, ..., so kommt die näm- 
liche Eigenschaft jedem einzelnen J, zu.“ 

Nun ist aber nach Satz IV, in Übereinstimmung mit 
der Identität (VII), jedes J; als eine unimodulare und in 


den (a), (b), (c), ... einzeln homogene Invariante der 
f, g, h, ... zugleich eine vollständige Invariante der 
f, g, h,... mit dem Gevwichte «y, wo: 

(28) 20, = nd} + pdf + q dÿ +... 


Damit ist der wichtige Satz bewiesen : 

Satz IX. ,,Jede Teilfunktion J, des Satzes VIII 
ist selbst eine vollständige Invariante der Ur- 
formen f,g, k,... von der Dimension d und vom 
Gewichte «4. Mithin ist jede unimodulare ganz- 
rationale Invariante der f,g,h,... als ein end- 
liches Aggregat von vollständigen [fnvarianten 
Jon Jth,:.. darstellbar. 

Die beiden Differentialgleichungen (II1a’), (IIb’) des 
S 11 für eine Schiebungsinvariante bez. +, resp. & , und 
die beiden obigen Differentialgleichungen (IITa’), (111b’) 
für eine Streckungsinvariante bez. æ, resp. æ, — die also 
für eine vollständige Invariante (mit &, — «,) gleichzeitig 
erfüllt sind, und umgekebrt eine solche charakterisieren, 
lassen noch eine andere bemerkenswerte Auffassung zu. 

Geht man auf $ 11 zurück, so ist ersichtlich, daB das 
Bestehen von P,—0, V, — O0 für sich auch dadurch zu- 
stande kommt, da man den jeweiligen Schiebungspara- 
meter h, resp. h, unendlich klein annimmt, so daB die 
hôheren Potenzen von À, resp. h, gegen die erste Potenz 
vernachlässigt werden kônnen, und das Entsprechende 
findet bei den obigen Gleichungen M. —0, M, —0 (IITa’), 
({ITb’) statt für einen unendlich kleinen Streckungspara- 
meter h, resp. h. 

Man nennt derartige Substitutionen mit unendlich 
kleinen Parametern, die sich von der identischen Substi- 
tution nur unendlich wenig unterscheiden, nach Lie*) 
sinfinitesimale. Unser Doppelsatz, da die Be- 


*) Siehe das obige Zitat auf $. 208, Lie-Scheffers, $S. 22. 
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dingungen V,=0,,—0, M =0, M, —0 jeweils das 
Verschwinden der weiteren Koeffizienten in den bezüg- 
lichen Maclaurinschen Entwicklungen nach sich ziehen, 
sagt demnach, in Verbindung mit dem Satze VIT des $ 6, 
daB jede S durch die Fundamentalsubstitutionen À,;, À4,, 
M,, M, erzeugbar ist, aus, daB man sich bei dieser Er- 
zeugung auf infinitesimale À,, À,, M,, M, beschränken 
darf, so daB endliche Substitutionen À,, 4,, M,, M,, 
und damit $ durch unendlich oftmalige Iteration der je- 
weils infinitesimalen entstanden gedacht werden kônnen: 

Satz X. ,Eine beliebige Substitution S ist 
durch infinitesimale Fundamentalsubstitutionen 
A,, 4;,, M;, MS erzeugbar” 

Lie schlägt gerade den umgekehrten Weg ein, indem 
er den Satz X als besonderen Fall eines allzgemeinen Satzes 
über kontinuierliche Gruppen von Transformationen. mit 
einer endlichen Anzahl von Parametern direkt nachweist, 
und daraus das Bestehen der Differentialgleichungen , —0, 
V,=0, M —=0, M, —0 als notwendig und hinreichend 
für eine vollständige Invariante ableitet. 

Aufgabe 1. Das Erfülltsein der Gewichtsregeln und 
Gewichtsdifferentialgleichungen ist an den in der Auf- 
gabe 3 des $ 11 erwähnten Beispielen nachzuweisen. 

Aufgabe 2. Es sind die linearen partiellen Diffe- 


rentialgleichungen aufzustellen, die — der Voraussetzung 
auf S. 201 entsprechend — aussagen, daB eine Bildung J4 
hinsichtlich der Koeffizientenreihen (a), (b), (c), ... der 


Urformen einzeln homogen ist. 

Aufgabe 3. Es ist zu zeigen, daB die Differential- 
gleichungen (111a’), (II1b’) auf S. 206 ihre Struktur nicht 
ändern, wenn man die Koeffizienten der Urformen f, g, 
h,... ohne Binomialkoeffizienten ansetzt. Wie ändern 
sich aber jene Gleichungen bei Benutzung der weiteren, 
auf $. 187 angegebenen Schreibweisen der Urformen? 


$ 13. Die Differentialgleichungen für Schiebungskovarianten bi- 
närer Formen. 

| Die Urformen seien wieder f,, g,, hy, -.., mit den 

Koeffizientenreihen (a), (b), (ce), ... und den Variabeln x,, +, . 

Durch eine Schiebung A,(h,) resp. A,(k) [$S 11 (S. 184)] 


môgen die fs, ÿps y» --. Übergehen in qu, Yp, Yas ++. 
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mit den Koeffizientenreihen (a), (8), (y), ... und den 
Variabeln &,, &, . 
Eine Schiebungskovariante 
K = K{[(a), (b), (c), 5; d;, a] 

bez. «, resp. x,, wo K vorerst in den (a), (b), (c),; ...; 

æ,, æ ganzrational und überdies in den #,, æ, homogen 

von einer Dimension d, — À angenommen werde, ist üe- 

finiert durch die Forderung, daB X gegenüber À, resp. 4, 
* ungeändert bleibt: 


Ta) AIRE | ee 
(Lb) TC La), (22: E, &] = KÆ{(a), (®), (c), 5; di, de] = K. 

Sind beide Bedingungen zugleich erfüllt, so bleibt X 
nach dem Satze (VII) des $ 6 bei jeder unimodularen 
Substitution U absolut invariant und heift ,,unimodu- 

-lare‘* Kovariante der f, g,h,. 

Da von den Variabeln in K lediglich verlangt wird, 
daB sie sich ebenso substituieren wie die x, æ in die 
£,, & , so kann man sie auch anders bezeichnen, etwa 
mit æ, æ und die neuen Variabeln mit &, &. Die 
æi , æ, heiBen dann kogredient zu den x,,#,, und ebenso 
die £{, & kogredient zu den &,, &. 

Nach Satz V des $ 10 darf eine Schiebungskovariante 
K[(a), (b), (c), ...; x, æ5] = K(x, x) aufgefaBft werden 
als entsprechende Schiebungsinvariante des Systems von 


Urformen, das aus den f, g, h, ... unter Hinzunahme 
der Linearform l: 
(1) = 40 — 4% 


gebildet wird. Denn bei Ausibung einer À, resp. À, 
gehen die Koeffizienten #{, x; von L über in neue Koeffi- 
zienten £é{, & der transformierten Linearform À, und der 
Übergang von den x{, æ; zu den &{, &; ist jeweils genau 
derselbe, wie der von den #,, #, zu den &, à. 

Dies überträgt sich ohne weiteres auf den Fall, wo 
K(æ{, æ;; y{, y; ...) mehrere kogrediente Variabelnreihen 
di, @3. Y{, Ya; ... enthält; an die Stelle der einen Linear- 
form { (1) treten dann mehrere, jeweils mit den Koeffizien- 
ten x{, æ5; y{, y3; ..., die nunmehr zusammen mit den 
f,g,h,... das System von Urformen für die Schiebungs- 
invariante À ausmachen. 


(Ib) 
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Damit liefern die Sätze II, III des $ 11 die jeweils 
notwendige und hinreichende lineare partielle Differential- 
gleichung für eine Schiebungskovariante X bez. x, resp. æ, . 
Man schreibe nämlich hinterher wiederum %,, & ; Yi, Yo... 
ÉD de AU Us S0 CIE 

Satz I. ,,Eine Schiebungskovariante 


K{(a), (b), (c), ...; di, do; Yis Yo; | = Æ(t, do; Yis Yes se ) 


der Urformen f,, ÿy> My, --. bezüglich der Reihen 
der ersten resp. zweiten Variabeln, die in den ko- 
gredienten Variabelnreihen 4%, æ% 3; Yi, Y3 -.. je- 
weils homogen angenommen werde, genügt der 
Bedingung: 


14) == DA. 1 a + DE D; ae ‘ Î To! ê 
é a O0 Eu Cl es #0æ, 
(IT a) à 
: = (0) 
= VS x — —0, 
A QT: 
resp. 
(EX) — Ne 0 in 0 > 
FE EE, PATES boue D RD ER on .…. LT 
i An-i k È pk $ 
à. = (0) 
DT — 
ÉLe 1 
| + 0% 
wo das Zeichen > bedeutet, daB über alle Varia- 
æ 
belnpaare %,, % ; Yi, Y 3; -.. Zu Summieren ist. Um- 


gekehrt charakterisiert (11a) resp. (IIb) eine Schie- 
bungskovariante bezüglich der ersten resp. der 
zweiten Variabelnreihe. Für eine unimodulare 
Kovariante ist das gleichzeitige Bestehen von 
(Ta) und (IIb) notwendig und hinreichend.f 

Aus den Gleichungen (11a), (1Ib) lassen sich wichtige 
Folgerungen *) über den gegenseitigen Zusammenhang der 
Koeffizienten einer Kovariante ziehen. 

Dabei beschränken wir uns aber auf Kovarianten 
K(æ,,«,) mit nur einem Variabelnpaare x,, x, ; die Di- 


*) Vgl. A. Cayley, 1 Memorir upon Quantics, London Phil. 
Trans. Bd. 144 (1844), $S. 244, abgedruckt in den Collected Math. 
Papers, Bd. II, $. 221. 
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mension in den æ sei À. Entwickelt nach fallenden Po- 
tenzen von +, habe Æ die Gestalt: 


= Omer UT sb 0j in, 
(2) PRRe Pheni daer ns 
TON Min => Cira. 
1=0 
In dem Differentiationsprozesse V{” resp. V# (ITa), 
(ITb), bezieht sich der erste Teil, V, resp. V,, nur auf 
die Koeïfizientenreihen (a), (b), (c), ..., der zweite Teil, 
Co) Ô 
Ts — resp. æ ——, nur auf die Variabeln x,,#x,. Einzeln 
OT C9 


1 
ergibt sich daher: 


(3a) V,K = Dai a PAC: 
(3b) Homo, 
Per 
(347) a, = Dai! AU LA 
(3b’) 0. 


CT 0 


Nun soll gemäf (Ila) resp. (IIb) für eine Schiebungs- 
kovariante À bez. x, die rechte Seite von (3a) mit der 
von (3a’) identisch übereinstimmen, und entsprechend für 
eine Schiebungskovariante bez. x, die rechte Seite von 
(3b) mit der von (3b”’). Man kann diese beiden Identi- 
täten, wenn man noch die beiden Symbole C;;1 = 0. 
C_, = 0 einführt, auch in der Gestalt schreiben: 


Ua) PP aa {V0 — (+ 1) Our) = 0 
v—=\0: 
(Cr+1 — 0) ’ 


CO Re UP 0 US: 1)04—0 
Pr. 
(CSROIE 
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Demnach müssen in der Entwicklung (4a) resp. (4b) 
die KlammergrôBen einzeln verschwinden, d. i.: 


(Le MAC AE DU O0, 1 1000) 
ib). MU i+1)n, —0,1,.-4: (00) 


oder auch explizite: 


UN ET TP 
(II] a) es tt 
VC=(i+1)C +19 es V,C1-1=10C, V,C;,=0; 
Vs Ci = A1: 0: VOTENT, RTE 
(III) 2 VA A=1» 2 V . ; , & ’ 
PC=l—-i+1)Ci; .…., PO =A1C, FC, —=0: 


Umgekehrt ist das System von Bedingungen (IIIa) resp. 
(IIIb) gleichwertig mit der Identität (4a) resp. (4b) und 
charakterisiert daher eine Schiebungskovariante Æ bez. 
æ, resp. æ von der Dimension / in den «x. 

Man nennt C1 resp. C, das ,,Leitglied‘ von Æ bez. 
æ, resp. æ . Dann sagen die beiden letzten Formeln in 
(IT a), (III), mit Hilfe der Sätze II, III des $ 11, aus, 
daB das Leitglied C; resp. C, einer Schiebungskovariante Æ 
bez. æ, resp. æ, selbst eine Schiebungsinvariante bez. x, 
resp. æ, ist.. Andererseits lehren die Formeln (IITa), (IIIb), 
wie aus dem Leitgliede ©, bez. x, resp. aus dem Leit- 
gliede C; bez. x, einer Schiebungskovariante K bez. x, 
resp. æ, der Reiïhe nach durch Anwendung des Prozesses 
V; resp. P,, bis auf Zahlenfaktoren, die weiteren Koeffi- 
zienten hervorgehen. 

Für eine unimodulare Kovariante gelten beide Ge- 
setze zugleich. 

Die Relationen (IIIa), (IIIb) lassen sich noch ver- 
einfachen. 

Geht man etwa von (IIIa) aus und setzt den Wert 
von C; aus der ersten Relation in die zweite ein, so kommt 
ViC = 21C,, .das nächstemal 50, —3!C. Allgemein 
wird also sein: 

PO =uNO;, 


In der Tat sei dies Gesetz bis zu einem Index à er- 
füllt, so geht die Relation P,c; Aer i:1 über in 
Piti CO, = (+1)! Re 
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__ Die Jletzte Relation WC; — 0 wird nunmehr zu 
VHC, = 0. 
Entsprechend setzt sich die Kette (IIIb) um in die 
andere: 
FE C; À Ci-: , 
die mit 510, = 0 abschlieBt. An die Stelle des Systems 
(III a) resp. (LIIIb) tritt somit: 


(Va) ?. SNNAURE PO = 210, Ne 
RO 0, ..., V0, =, F0 = 0: 
TE DES Te PR ER RU 0 
(IV b) ae ir cu ve ! 
FÉGi= ri Ci, ro - PC = CT", FÉROE= US 


Umgekehrt gelangt man von hier aus sofort wieder 
zu (IIIa) resp. (IIIb) zurück. Denn greift man etwa 
aus (IVa) zwei benachbarte Gleichungen heraus: 

"CG —1!C;, VTC = (i +1)! Ci; 
wo die zweite auch geschrieben werden kann: 
VIF Co] = il(i rl) 
so folgt durch Einsetzung von VC, —32!C;, und nach 
Hebung von i! in der Tat V,C;—(t+1)C;,;. Damit 
ist bewiesen: 

Satz Il: ,,Für eine Schiebungskovariante K 
bez. æ, ist das Leitglied C; bez. x, eine Schiebungs- 
invariante bez. x. Geht man andererseits von 
dem Leitgliede C, bez. x, aus und durchläuft die 
Koeffizienten von Æ in der umgekehrten Folge 
6,0, Cr, so geht durch Ausübung des Pro- 
zesses V, auf irgend ein C;. bis auf den Faktori+1, 
das nächstfolgende C;,,hervor. Hiermit ist gleich- 
wertig, da die ite Wiederholung Fi des Pro- 
zesses V, aus C,, bis auf den Faktor i!, die GrôBe 
C; erzeugt. Der ProzeB erreicht dadurch sein 
Ende, daB die (+1)te Wiederholung von l,, und 
um so mehr jede weitere, auf C, angewandt, das 
Resultat Null liefert. 

Die entsprechenden Gesetze gelten für eine 
Schiebungskovariante À bez. x, ; an die Stelle von 
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V, tritt V,, und die Reihenfolge der Koeffizienten 
ist die umgekehrte. 

Umgekehrt charakterisiert jedes der beiden 
Gesetze eine Schiebungskovariante Æ(x,, x) bez. 
æ, resp. æ von der Dimension À in den æ. Eine 
unimodulare Kovariante ist hierbei als eine 
Schiebungskovariante bez. x, und æ, anzusehen. 

Aus diesem Grunde nennt man auch das Leitglied 
die Quelle (source, leading term) der Kovariante. 

Ob indessen für eine unimodulare Kovariante K nicht 
bereits ein Teil der angegebenen Bedingungen hinreicht, 
etwa das System (IITa) [oder (1Va)] in Verbindung mit 
V,C, —0, steht noch dahin und wird erst in $ 14 ent- 
schieden werden. 

Die Relationen (1Va) resp. (1Vb) substituiere man 
nunmehr in die Entwicklung (2) einer Schiebungs- 
kovariante K bez. x, resp. 2,, dann nrimmt Æ jeweils 
die Gestalt an: 


saxo) DEC 
— À (Ds Tee 10 ro 
K\(@;", %) = Coa + —$ a la, + or a 22 
(Va) Le 
FC ’ FC 
AE ane UD enr 
i! ) lai Se 41 1 ? 
r Va Ci V20 
| Hit, m) —=0rr TE Dar: f ET + — = Pa + 
Vb , Sa 
( ) Vi C À 
21 IE hi D dunes 
y dt. Fa 


Die Analogie dieser Entwicklungen mit dem Mac- 
laurinschen Gesetze liegt auf der Hand. Um dieselbe 
noch deutlicher hervortreten zu lassen, schreibe man etwa 
im Falle (Va), nichthomogen, +, —+, æ —1. Ist dann 
KO(x) die îte Ableitung von Æ(x) — K(x,1), so lautet 
die Maclaurinsche Entwicklung für Æ(x): 


K7(0) 210) 
UE ER 


ROL)e K)(0) 


K (x) = K(0) + 


œ + 
(2°) 


à 
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Die Vergleichung mit (Va) lehrt somit, daB: 
(Van ViCs = ViK(0) = KO(O), 


und Entsprechendes gilt für (Vb). 

Das Spezifische einer Schiebungskovariante Æ(x) 
bez. x liegt also darin, dafs der iediglich auf die Variable # 
bezogene DifferentiationsprozeB AK0(0) ersetzbar ist durch 
den lediglich auf die Koeffizienten « der Urform f be- 
zogenen DifferentiationsprozeB F K(0), und entsprechend 
bei einer Schiebungskovariante Æ(1, x) bez. x. 

Von grüBerer Bedeutung ist jedoch folgende Unter- 
suchung. Zunächst geht aus dem Beweise des Satzes IT 
hervor, daB der letztere auch ohne weiteres für ein System 
von Urformen /f,, gr, h,;, ... bestehen bleibt; man hat 
nur die Prozesse l,, V, in der erweiterten Bedeutung 
(ITa’), (I1b') des $ 11 zugrunde zu legen. 

Man vergleiche daraufhin die Entwicklungen (Va), (VD) 
mit den in $ 11 (VII’) aufgestellten für eine ganz be- 
liebige, einer Schiebung À, resp. À, unterworfene ganze 
Eunktion.J— J{(a), (6), (ce), .:.]: 


A;(h;) : Ja), (8), (y), -..] 


(ba RE ht he | 
= J+ PI + EVE + + PiT +, 
A3(h2) | JT), (8), (r), ...] 
(5b) h; 


—— h 7 72 2 7è 
=J +, Pod + Pig + ae na A ler ee 
Dann ist ersichtlich, wie das Bildungsgesetz der-rechten 
Seiten in (V) und (5) jeweils im wesentlichen das gleiche ist. 
Dies tritt wiederum deutlicher hervor, wenn man sowohl 
die Urformen f, g, h,... wie die betreffende Schiebungs- 
kovariante nichthomogen schreibt, indem man x = #, 
æ, —=1 resp. æ#, —%, æ —1 setzt. Denn gehen die Ent- 
wicklungen (V) für eine Schiebungskovariante KÆ(x, 1) 
resp. H(L,æ)'bez. + über in: 


A;(k) | Æ(æ, 1) 
FC 2 ! l ViCo Fe 


VIa 
) 21 TA NC 1! d; 


Vi Co 
1 


= (, - æ + 
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| A;(he) | K(1, &) 


y, C; V2C: FC 


(VIb 
'|=a+ -æ- 


21 x? + ... + ir - 
Die ne mit (5a) resp. (5b) lehrt, daB je- 
weils die Identität besteht*): 


(VITIa) Ai) | Æ(æ, 1) = Cof(a); (8); -.]; 
(VID) non | K(1L, æ) = Cif(a “ (6) cé nn 


Damit ist, wenn man bequemer, wie üblich, C, resp. Cà 
das ,,freie Glied‘‘ in Æ(x, 1) resp. ÆX(1, x) nennt, der 
wichtige Satz bewiesen: 

Satz III. ,,Schreibt man die Urformen f,, g»» 
h, ..., sowie eine Schiebungskovariante K(x;, 2) 
derselben bez. x, resp. x, nichthomogen, indem 
Man 4 =42, % = 1 resp. 4 —1, % —2 nimmt; and 
ersetzt in dem freien Gliede OC, resp. C; von Æ{x, 1) 
resp. Æ(1,x) die ursprünglichen Koeffizienten- 
reihen (a), (b), (c), ... durch die Koeffizienten- 
reihen (x), (b), D ... der vermôge einer Schie- 
bung AÀA,(h,) resp. A,(h) transformierten Formen, 
so geht daraus die Schiebungskovariante Æ(x, 1) 
resp. (1, x) selbst hervor.“ 

Auf Grund der Formeln (9) des $ 11 läBt sich dieser 
Satz noch in eine andere bemerkenswerte Gestalt kleiden. 
Es genüge die Betrachtung einer Schiebungskovariante 
K(æ, 1)—K(x) bez. x, —x. Der besseren Übersicht 
halber ändere man die in $ 11 (1) getroffene Bezeichnung 


der Koeffizienten a;, bx, @&, ... der Urformen f,g,h, ..… 
dahin ab, daB je zwei symmetrisch gelegene Koeffizienten 
a; und 4,_;, by und b,_;, ... vertauscht werden: 


fn = f(&, 1) = f(&) = do + Mar + M a D... 
+ Maäan-12" + a, x", 
(6) À g = 9(@,.1) = gl) = bo + Dibi® + pe bia? + 
SE Papa + bp, 


*) Vel. Faà di Bruno, Journ. für Math. Bd. 90 (1880), S. 186: 
Math. Annalen, Bd. 18 (1881), S. 280. 
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Bedeutet wieder f(x) die ite Ableitung von f(x) 
nach æ, oder, wie man jetzt genauer sagt, die te ,,ein- 
seitige‘* Ableitung von /, und bedient man sich der 
Abkürzungen: 


. ; ; Der : 

Lo(æ) = f(x), h@)= 1" (@), fa (æ) = 
3 1 . 
fi(x) ni) Anen, …. (G=0,1, 


und entsprechend für die Formen g, h, ..., So gewinnen 
die Formeln (9) des $ 11 das einfache Aussehen: 


(8) x—=fit), Pr = gk(h) , va = Mh) , 
RL ns 01). l=0, Lu ee. 0 
Indem auch X(x) nichthomogen zu schreiben ist: 


(2”) K(x) = C, + Cix + Ca +... + Cia, 
lautet nunmehr die erste Formel (VII): 
(VIT’) K(x) = Cilfi(x), grœ), Mc), ...1. 


Damit erhält Satz III die Fassung: 

Satz IIl’. »Schreibt man die Urformen f, g, 
h,... nichthomogen in der Gestalt (6), so geht 
eine Schiebungskovariante Æ(x) der f, g, h,. 
bez. æ aus ihrem freien Gliede à dadurch hervor, 


das-man die Koeffizienten a;, b:,-@, :.. von f,g, 
he -Heveils durchodie/mit den resp. -Zahlen- 
n—i)! (p—k)! — Î! 
faktoren Pet) ; @ * : @ ) ... dividierten 
n! p! qg! 
einseitigen Ableitungen f(x), gW(x), hO(x), ... er- 


setzt. Das Analoge gilt für eine Schiebungs- 
kovariante Æ(1, x) bez. x.“ 

Mittels der in $ 14 aufzustellenden Gewichtsregeln 
wird dieser Satz noch eine wesentliche Ergänzung erfahren. 

Das oben eingeschlagene, zu den Relationen (III) 
führende Verfahren läBt noch eine weitere Ausdehnung zu. 
Es genüge wieder die Untersuchung des Falles (IITa). Um 
die Entwicklungen nicht zu überladen, werde eine einzige 
Urform f, in der alten Schreibweise (1) des $ 11 zugrunde 
gelegt. 
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Das Leitglied C;, der Schiebungskovariante Æ(x) von 
7 bez. +: 
(2) K(æ)= Cia + Cisat +... + Cat +...+0æ +0 


war nach Satz II eine Schiebungsinvariante von f bez. x, 
genügte also der Bedingung: 


V == ( ( - l ( ji] re 
. D on ME 0@ ee le ) An -2 CF 


TOUR EE =) 
nn n—-1 04 


Hier sei die linke Seite, wegen des Folgenden, mit }, 
bezeichnet, womit ausgedrückt werde, daB der Differen- 
tiationsprozeB (9) bis zur Ableitung nach dem letzten 
Koeffizienten a, inkl. fortzusetzen ist.  Entsprechend 
werde unter $ 

(] Ô : Q] 
(10) V, = «& +24 da M TRE 
(= lt 25 Een) 


der aus (9) durch die angegebene Verkürzung entstehende 
ProzeB verstanden. Dann zerlegt sich der ProzeB PV, (9) 
wie folgt: 


à 
04 


a} 
C 


(11) Vu = AS, Lie N An -1 met 
Ca 


wo in dem ersten Teile V,_, rechterhand der Koeffizient a, 
gar nicht vorkommt; und allgemeiner analog der ProzeB V;: 


Ô 
(01e) FER 
0 &; 


wo sich W;_; nur auf die à ersten Koeffizienten a,, & ,. 
a;_1 bezieht. 

Zunächst nehme man an, daB das Leitglied C; von 
K (2”), eine ganze Funktion der &, &, ..., a, den 
letzten Koeffizienten a, wirklich enthalte, zu einem Grade. 
0(> 0). Man denke sich C; seinerseits nach fallenden 
Potenzen von a, geordnet: 


(12): Ch= A4; Ana +. LA a, LA) 


…. 
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Nun genügt C; der Bedingung V,C;—0. Bei der Aus- 
führung der Operation l, (11) beachte man, daB der erste 


TeiiprozeB F,_; nur auf die Koeffizienten À (12) auszuüben 
Ô 


; À à ie (e : 
ist, dagegen die Differentiation Sa dur auf die Potenzen 
a 


von &, in (12); dann wird die Gleichung PV, C; — 0 explizite: 
(13) #0 De: Pn-1 40 Ÿ GA Va A6 sk + an V1 41 + Vh-140 
+nar_1[oa""A,+ (o—1)ag ?A,-5s+... 9274, + 1:4,1=0. 


Da diese Gleichung als in «a, identisch erfüllt anzusehen 
ist, so ist sie gleichwertig mit der Kette von Relationen: 


| Vr-140=—1-n4»_141, Vr-141=—2n0 142... 
(VIT) A = —(1 — 1) nl Arts DIE 
Fr id ona,;1, ; PA UE 


Die Analogie dieses Rekursionsgesetzes mit (I[Ia) tritt 
deutlich hervor: durch bloBe Ausübung des Prozesses V,_, 
bestimmt sich der Reïhe nach À, aus À4,, À, aus À4,,..., 
A, aus À4,_1, während schlieflich À, der Bedingung 
V,_14, = 0 genügt. 

Vermôge des Prozesses ,_;, ist somit der Ausdruck 
C; (12) bereits durch sein freies Glied (14) À, = C;(a, = 0) 
vollständig und eindeutig bestimmt. 

Andererseits unterscheiden sich aber die Ketten (IITa) 
und (VIII) dadurch, daf die auf den rechten Seiten von (IITa) 
auftretenden Faktoren von C;, C,,... rein numerisch sind, 
in (VIII) aber noch den Faktor a,_; selbst enthalten. 

Daher ist eine analoge Zusammenziehung von (VIII), 
wie bei (IIIa) auf (IVa), nicht angängig: durch blofe 
Iteration des Prozesses l,_. lassen sich die Koeffizienten 
A,, A4, -.. in (12) aus À, nicht ableiten, da eben in P,_; 
der Koeïfizient a,_. selbst noch vorkommt. Man bezeichne 
V,_, als den ,,ersten (aus l,) reduzierten‘ Differential- 
prozeB, À, als eine ,;erste reduzierte Schiebungs- 
invariante‘ von f bez. x, À, (14) = Ci(a, — 0) als 
erstes Residuum‘ (oder kürzer ,,Residuum‘* schlecht- 
weg) von C; bez. a,. Dann spricht sich die Existenz 
der Relationen (VIII) aus in: 

Satz IV. ,,Ist die Schiebungsinvariante C; bez. x 
das Leitglied einer Schiebungskovariante K(x) bez.« 


Meyer, Allgemeine Formen- und Invariantentheorie I. 15 
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— bezogen auf eine Urform /,(æ) mit den Koeffi- 
zienten &, &,--., 4, —, und enthält C; den hôch- 
sten Koeffizienten a,, so denke man sich C; seiner- 
seits nach Potenzen von a, entwickelt. Dann sind 
durch das freie Glied A4, — Ci(a, —0), das (erste) 
Residuum von C; bez. a,, alle übrigen Koeffizienten 
A,, 4:,..., À, und damit C; eindeutig festgelegt. 
Das Leitglied À, von C, ist eine erste reduzierte 
Schiebungsinvariante bez. x." 

Die Modifikation, die dieser Satz erleidet, wenn C; 
den Koeffizienten «a, von f nicht enthält, ist leicht an- 
cebbar. Sei alsdann a, der hôchste, in C; auftretende 
Koeffizient von f, so entwickle man analog C;, als ganze 
Funktion eines Grades (> 0), nach fallenden Potenzen 
von a». Die Relationen (VIIT) sind dann nur dahin ab- 
zuändern, daB der Index n durch den Index À zu ersetzen 
ist, so daB entsteht: 


V-14; — (es 1)h TA, (i=0, 1 AC m2) 
LES 7.7 == (0) . 


Damit erfährt Satz IV die Ergänzung: 

Satz IV’. ,,Ist a, der hôchste, in C; vorkom- 
mende Koeffizient von f, und (> 0) der Grad von 
’ in 4, So ist im Satze IV nur überall der Index n 
durch k und der Grad o durch » zu ersetzen. 

Man beachte noch, daB in den Sätzen (IV), (1V’) die 
GrôBe C:, der lediglich die Forderung F,C; — O0 auferlesgt 
ist, jede beliebige Schiebungsinvariante bez. æ von f sein 
darf (s. $ 14). 

Die Kombinierung der Formelsysteme (III) und (VIII) 
führt zu weiteren bemerkenswerten Folgerungen. Es genüge 
wiederum, die Wirkung einer Schiebung À, zu untersuchen, 
wobei der Zusatz ,,bez. x‘ der Kürze halber unterbleibe. 
Aus der Definition (la) einer Schiebungskovariante Æ{(x) 
folgt, daf das Produkt zweier Schiebungskovarianten wie- 
derum eine solche ist, wobei sich auch einer der Faktoren 
(oder auch jeder von beiden) auf eine Schiebungsinvariante 
reduzieren darf. Besteht daher zwischen einer Anzahl 
von Produkten aus Schiebungskovarianten eine identische 
Beziehung — eine ,Syzygie‘ —, deren Koeffizienten 
Schiebungsinvarianten (oder im besondern auch numerische 


(VII) 
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Faktoren) sind, so läft sich eine solche Syzygie stets auf- 
fassen als eine lineare Identität zwischen einer gewissen 
Anzah!l von Schiebungskovarianten K(x), K(U(x), ... der 
nämlichen Ordnung Z in x: 


(15) me AO MORE RE ON 


wo die », »0), ... numerisch sind. Bedeuten C,, CŸ, ... 
die Koeffizienten von a° in K(x), KÜ(x), ..., so kann 
die Identität (15) nur so erfüllt sein, daB die Gesamtheit 
der Relationen besteht: 


(16) CE OO EE ED en 


JInsbesondere befriedigen also, für :i — 1, die Leitgleder 
CG, CP, ..., und, für 5—0, die freien Glieder C,, 
0... von À, K4),....dieselbe!lineare. Relation 
mit den numerischen Faktoren », »(), ..., wie die Ko- 
varianten selbst. Aber für die freien Glieder C4, Cf, ... 
gilt, auf Grund der Relationen (IITa) resp. (1Va), auch 
das Umgekehrte. Denn unterwirft man die linke Seite 
von (16), für i1—0, der Reïhe nach den Prozessen PV, 
F?,..., so resultiert rechterhand stets wieder Null, d. h. 
die Relation (16) ist dann eo ipso auch für die C;, C#,..., 
OP, O0. and damit füre die Kovarianton 
K, K®,... selbst erfüllt. Dies gilt alles ebenso für ein 
System von Urformen f,g,h,... 

Im Falle einer Schiebung 4, sind die erforderlicher 
Modifikationen ohne weiteres angebbar, und für eine uni- 
modulare Kovariante sind die beiderlei Ergebnisse zu ver- 
einigen : 

Satz V. ,Jede Syzygie (lineare Identität) mit 
numerischen Koeffizienten, zwischen Schiebungs- 
kovarianten bez. «, resp. æ, , der nämlichen Ord- 
nung, bezogen auf die Urformen f, g, h, ..., gilt 
auch für deren freie Glieder bez. # resp. & , und 
umgekehrt. Für unimodulare Kovarianten treten 
beide Eigenschaften gleichzeitig in Kraft.“ 
| Beschränkt man sich wieder auf eine einzelne Ur- 
form f, so läBt sich der Satz V vermôge der Relationen 
(VID), (VIIT’) auf die (ersten) Residuen der freien Glieder 
ausdehnen. Fat man eine Schiebung À, (bez. &, = «&) ins 
Auge, und geht von der Relation (16) für i—0 aus, entwickel 


15% 
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sodann, wie oben, die €,, Cf), ... nach dem hôchsten in 
ihnen vorkommenden Koeffizienten a; von f, deren Grad 
nC> 0) ersichtlich für alle Kovarianten der nämliche sein 
mu, so gilt jene lineare Identität ebenso für deren (durch 
Nullsetzen von a; entstehende) freie Glieder À,, Aÿ, ..., 
d. h. deren (erste) Residuen bez. a;. 

Umgekehrt, denkt man sich nur die letztere Identität 
erfüllt, und unterwirft dieselbe dem ProzeB ;_,, so geht 
daraus, nach Unterdrückung des gemeinsamen Faktors ha; _;, 
die nämliche Identität zwischen den À,, Af,... hervor; 
eine abermalige Ausübung von V,_, führt zu derselben 
Identität zwischen den 4,, A, ... usf., bis man zu der- 
jenigen für die 4,, 4%, ..., und damit für die Co, CS, 
selbst gelangt: 

Satz VI. ,Jede lineare Syzygie zwischen Schie- 
bungskovarianten gleicher Ordnung einer Urform 
f bez. x, resp. x, findet auch für deren Residuen 
bez. «, resp. & statt, und ist umgekehrt durch die 
letztere bereits eindeutig bestimmt. Im besondern 
gilt dies auch von Schiebungsinvarianten bez. x, 
TESp. ds 

Man kann den obigen ProzeB, der zu dem Systeme 
(VIIT”) leitete, von neuem vornehmen, indem man wie- 
derum A, nach dem hôchsten darin vorkommenden Ko- 
effizienten von f entwickelt und die Gleichung P,_, 4, —0 
zugrunde legt. So kann man fortfahren, bis man zu Ko- 
eïtizienten gelangt, die nur noch von a, und a, (oder 
einem derselben) abhängen. 

Die erfülit gedachte Relation (16) überträgt sich dann auf 
die sämtlichen Koeftizienten dieser weiteren Entwicklungen. 

Aber die in den Sätzen V und VI ausgesprochene 
Umkebhrung läBt sich jetzt nicht mehr erschlieBen, da be- 
reits bei den À kein direkter Differentiationsprozes existiert, 


der aus À, wieder À,_1, A,-2, ..., À, zu gewinnen er- 
laubte. Besteht zwischen den 4,, 4Ÿ,... einelineare Iden- 
Ti. { 1 

tität © A4, + ©" A +...—0, so folgt aus der vorletzten 


Gléichung (VIII!) nur, da5 PR A Mo A NE) Er) 
ist, was selbstverständlich ist. 

Aufgabe 1. Das Erfülltsein der Schiebungsdifferential- 
gleichungen (IT) ist, wenn f,g, ... binäre Urformen sind, 
für folgende Kovarianten zu bestätigen : 
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1. Eine Urform selber; 2. die Funktionaldeterminante 


ù À |; 3. die Hessesche Form H — LF Le o | ; 4. die Funk- 
| 1 2 Î os 


tionaldeterminante @ von f und H; 5, Wenn =, 07, 
-!, für die bilineare Invariante der Polare 
a, und von b%-f, als lineare Kovariante von f(y) und 
g(y) sb TU die verschiedenen Polaren einer Form: a%-!a,, 
1 °40, dr 


“a, usw., falls die verschiedenen Variabeln- 
reihen kogredienten Substitutionen unterliegen. 

Insbesondere sind die Gesetze (III), (IV), (VII) für die 
Kovarianten À und Q einer f,;,, H und 6 einer f, (vgl. 
Aufgabe 1 und 3 zum Anhange von Abschnitt I, $. 176, 178) 
durchzuführen. 

Aufgabe 2. Der Residuensatz über Syzygien ist an- 
zuwenden auf die I. c. betrachteten Cayleyschen Syzygien 
der und 4: 


$ 14. Gewichtsgleichungen für Streckungskovarianten. Die Diffe- 
rentialgleichungen für vollständige Kovarianten. 

Die Erwägungen, die in $ 10 S.154 zu den Gewichts- 
gleichungen für Kovarianten quadratischer Urformen f,, 
>, ho, -.. führten, lassen sich auf Streckungskovarianten 
K(x,,#,) beliebiger Urformen /,, g,, k,y, -.., mit den Ko- 
effizientenreihen (a), (b), (€), ..., übertragen. 

Sei Æ(x,,x,) zunächst eine beliebige, ganzrationale 
Funktion. der (a), (b), (c), ..., sowie von #,, x , und in 
letzteren GrüBen homogen von der Ordnung d, = À. Wie 
n $ 12, werde x, resp. x, einer Streckung M,(m,):æ = mé, 
M 65 1680. MM): TE, 2 —m,.6,  unterworfen, wo- 
durch die Urformen f,, 9»; y, --. jeweils in neue Formen 
ant ec: it  Noettiziententeihen, (@), (8); (y), 
transformiert werden. GemäB der Definition (2) des $ 12 
wird Æ zueiner ,Streckungskovariante‘ bez. x, resp. , 
wenn sich der in den neuen Koeffizienten und Variabeln 
gebildete Ausdruck Æ[(x), (B), (y), ...: £&,, &] von dem ur- 
sprünglichen X nur um eine natürliche w-te Potenz der 
Substitutionsdeterminante m, resp. m, unterscheidet. Der 
Exponent « soll von vornherein beidemal als derselbe an- 
genommen werden. 

Eïn beliebiges Glied T von Æ hat die Gestalt: 


(1) T=ct=carañ...arbrbn... bip... ai NO 0) 
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Werden hier die vermôüge M,(m,) resp. M,(m.,) hervor- 
gehenden neuen Koeffizientenreihen (GO) AIRE 
wie die neuen Variabeln &,, &, eingesetzt, wodurch Tin 
T—cr übergehe, so mu, soll À zu einer Streckungs- 
kovariante bez. æ, resp. x, werden, aus allen Gliedern T 
‘stets ein und dieselbe, w-te Potenz von m, resp. m, heraus- 
treten. Man erhält so, als Erweiterung der Gewichts- 
regeln (4’) des $ 12: ; 

(a) Mi(m,)| D{n—i)e np nn Es TF0, 

î 


(2b) M,(m) | | Di 8 - + n+...=(—-r)+o, 


ga Des 


und für eine ,Streckungskovariante bez. x, und +,“ 
wenn also beide Relationen (2) zugleich erfüllt sind, über- 
dies durch Addition: 
(3) n2at+r2 oo .=i+2o. 
Fat man daher in el alle Glieder T (1) zusammen, die 
zu demselben Potenzprodukte x’ x} (bei festgehaltenem y) 
gehôren, deren Gesamtheit also gerade den Koeffizienten €, 
in der Darstellung (2) des $ 13 für Æ bildet, so sind die 
linken $Seiten von (2) zugleich mit dem Exponentenr konstant. 
Nennt man wieder die linken Seiten von (2) das ,,Ge- 
wicht* von ©, bez. x, resp. x, . s6 ist C, ,.isobar“* bez. æ, 
resp. % , & h. von dem konstanten Gewichte «© + r resp. 
@ + À—7r. Die Gewichte der Koeïfizienten C,, C,,..., Ci 
von Æ bilden also beidemal eine arithmetische Reïhe mit 
der Differenz 1 (s. das Zitat auf Cayley, S. 206): 


y ol, -, © F1 rep oE1, WE T1, | 0. 


Wird Æ überdies wiederum als einzeln homogen in 
den (a), (b), (ce), ... angenommen, von den resp. Dimen- 
sionen dj = 2e, dy = Dm, --., so ist für jeden Ko- 
effizienten C, einer Streckungskovariante À bez. x, und æ, 
gemäB (3) die Summe der Produkte aus Dimension und Ord- 
nung der betreffenden Urform gleich 2 + 2©. Somit gilt: 

Satz En, Tst KT, , 2) Cine Cie viol eee 
+ C,xi eine Streckungskovariante der Urformen f,, 
Jp» Rg» --. bez. &, resp. æ , so ist irgendein Koeffi- 
zient ©, von Æ in den (a), (b), (c), ... isobar bez. 
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æ, resp. æ, vom Gewichte r+o resp. Â—r+ow; diese 
Gewichte bilden also beidemal eine arithmetische 
Reïhe von der Differenz Eins mit dem Anfangs- 
gliede w+2 und dem Endgliede ©, resp. umgekehrt. 
Für eine Streckungskovariante bez.x, und », gelten 
beide Gesetze gleichzeitig, sowie als Folge davon 
die Dimensionsregel (3). 

Nunmehr kombiniere man diese Ergebnisse mit denen 
des $S 13, indem X jetzt als ,,vollständige‘ Kovariante 
der f,g,khk,... vorausgesetzt werde, die sich also gegen- 
über E Aobraca Substitutionen $ der x, , x, gemäB der Defini- 
tion (1) des $ 13 nur um eine feste, natürliche Potenz der Sub- 
stitutionsdeterminante A ändere. Dann hat man zunächst den 

Satz II. ,, Eine vollständige Kovariante Æ(x,, x) 
von f,g,h,... genügt einmal den beiden linearen 
partiellen Differentialgleichungen (IlIa), (IIb) des 
$ 13, andererseits den Gewichtsregeln des Satzes I.“ 

Die Gewichtsrelationen (2) lassen sich nach dem Muster 
des $ 12 wiederum durch zwei lineare partielle Differential- 
gleichungen ersetzen. Fat man etwa eine Streckung M,(m) 
ins Auge, so treten zu der rechten Seite der damaligen 
Entwicklung (12), nunmehr für K gebildet, nur noch die 


beiden Terme élu ee. ue _ hinzu. Es ist 


dm 0œ, \dm 
beré =a,m !, E— (Te oe 
aDET &; — Lim r Se — 2, SOMI = 1 sn dm/m=1 


Verfährt man analog mit M,, so ergibt sich als Ausdehnung 
der Gleichungen (III) des $ 12 auf Streckungskovarianten 
bez. æ, resp. «, das mit den Gewichtsregeln (2a) resp. (2b) 
gleichwertige Paar von os 
OK 


n—1 


MP= Din — ee + Son eg +: 
(2a°) : OK re 
D = M, rue 
# OK 2 OK 2 CK 
UN es © + — DK —% 
UP RP TS de 
(2b') 
OK 


= M, — g -—— —=0. 
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Man bestätigt diese Gleichungen leicht an dem einfachsten 
Beispiele Æ —f, da f, zufolge der Definition einer Ko- 
variante, offenbar eine Kovariante von sich selbst (mit 
dem Gewicht «© = O) ist. 

Sodann kombiniere man die Gewichtsregeln (2) mit 
den Sätzen II und III des $ 13. Zu dem Behufe werde 
die dort aufgeworfene Frage nach dem gegenseitigen Zu- 
sammenhange der für eine unimodulare Kovariante in 
(II) resp. (III) resp. (IV) daselbst aufgestellten Bedingungen 
wieder aufgenommen. Nach (11) 1. ce. war eine solche Ko- 
variante K(x,,æ)=C,axi +...+ C,xi charakterisiert durch 
die beiden Differentialgleichungen : 


N°3 a: 7 - + SZD s | Lx . 
(Ta) NT es D D 0 UV 
= “ = (4 
Y ; dant | e 
2m ia +2 k)bx1 5b F Gr 
Œ) - Far 0% 
_ () 
V, — x, LES (Q 


Nach $ 13 (IITa) war (Ia) gleichwertig mit der Kette 
von kRelationen: 


(La’) MORE POS RRU ee 
FiG=md0 KG, 
oder auch nach $ 13 (IVa) mit: 
” n EN 6) r = 7À 
(Ia”) Ge e (=D COS LOUE 0e 


Entsprechend war (Ib) nach $ 13 (III) gleichwertig 
mit der Kette: 


a) | Vo O1 = Cr, O4 cie) VPs0, nn =0 —7r)0C,, TUE 
V, C = À O, , Æ (OS == 0 ü 
Man nehme jetzt für eine Form Æ(«, , «) lediglich 


die Bedingungen (Ia”) nebst der letzten Relation (Ib) 
V, Co = 0 als erfüllt an. | 
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Wie hat man ©, zu wählen, damit die weiteren Be- 
dingungen (1b’) von selbst erfüllt werden? Die erste die- 
ser weiteren Bedingungen lautet: 


(4) PC =10;, 
oder auch, da nach (Ta°). O — 7,0: 
(4) Va F; Co —=A1c. 


Nun gilt nach $12 (V) für eine beliebige Funktion C, 
der (a), (b), (c), ... die Identität: 


| MAD 0=S a 
(11) ; C, 
» Ce 
+T(p —2 He: 
: 


Nimmt man hier r —0 und berücksichtigt für die 
obige Funktion C, die Annahme P,C, —0, so reduziert 
sich (II) auf: 

11 V,F,C,= 2 CC Da 2k)b 2 
( ) == = D'(n 2e + 2 ) FOb +. 

Die in Rede stehende Frage erhält demnach, gemäf 
(4) und (IL), die Wendung: für welche Bildungen C, 
nimmt die rechte Seite von (II1’) den Wert —0; an? 

Man lege nunmehr ©, die weiteren Bedingungen auf, 
eine bez. x, und x, isobare ganze PEon der (a), (b), 
(ce), ... zu sein, mit den Teilgewichten = D, = o +71 
(= 0: jedenfalls trifft das gemäB (2) zu für den Koeffi- 
zienten ©, von x, in einer Streckungskovariante Æ bez. 
æ, und #, , vom Gewichte « und der Dimension À in den x. 

Mit Rücksicht auf $ 12 (ITT) finden die beiden voraus- 
gesetzten Eigenschaften des Isobarismus von €, ihren 
Ausdruck in den Identitäten: 


oc 20 
Din —ias + Zip —kb +... =oC, 
( 5) i Ca 5 C by 
oc DC 
See HEURE +... =(6+00 
à ù k 


deren Subtraktion die weitere liefert: 


6 Za—29u + Xp — 2H +. = 10. 


À di k 
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Damit geht aber in der Tat die Identität (I1”) über 
in die verlangte Forderung (4) resp. (4°): 
(7) PRO = F0 USe 

Es soll nun durch vollständige Induktion bewiesen 
werden, daB zugleich mit (Ia), P,C, — 0, sowie (5) auch 
alle weiteren Bedingungen (1b): 
(Ib) VaCu1 =(—7r)0C, (FR 256200) 
von selbst befriedigt werden. 


Es seien diese Relationen bereits bis zu einem Index 
r — 1 erfüllt gedacht, so daB: 
(8) V,C,=(—-r+1)0, :. (r=1, 3 

Die C, genügen den Bedingungen (1a”), und ©, sollte 
bez. x, und x, isobar sein vom Gewichte « resp. «© + 1. 
Mit Rücksicht auf den an $ 12 (25) angeknüpften SchluB 
ist dann auch C, isobar in æ, und x, , und zwar von den 
Gewichten &! = © +7r, ©$ÿ = «© + 1—7r. Somit bestehen 
die zu (5) analogen Identitäten: 


S. oc, 7 00, 1 En 
3 256 i) Sa 2 (P DAS -...—=(o+r)C,, 
) > À 
S RCU; ; oc, _ , 
| Sia 0 rer, +... =(o+li—rC,, 


und damit wiederum die durch Subtraktion hervorgehende: 


(] 


TEEN EL) Rens 
04; + _ (p Æ k) by 7 


(6') Dm — 2i) a -...=(2r—1)0,, 


was auf der rechten Seite von (II) einzusetzen ist. 
Linkerhand von (II) spalte man in P,,C, — V,V,0,. 
GemäB (La”) ist (r + 1)C,,, = V,C,. also auch, nach 

weiterer Ausübung von P, : 

(9) Fr+DPC:= nm "7;0,. 


Übt man andererseits auf die als richtig angenommene 
Identität (8) den ProzeB V, aus, so kommt: 


(8) V0 =(G—-r+1)%0,—, 


und da wegen (Ia) V,C,; ; —rC,, auch: 
(8”) PP, C0, =r{i-r+1)0,. 
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Mit Rücksicht auf (6’) und (8”) nebst (9) verwandelt 
sich die Identität (TI) in: 
| 2 ; C, 1 me 1) rs Orn 
| = CrÜ—r+1)—(r—i)}=0C,({—r)(r +1), 
oder auch, nach Hebung des Faktors r + 1 in: 

(IV) PRE (1—r)C,. 

Das ist aber gerade die Identität (8) für den Ur 
folgenden Wert des Index ». Und da oben, in (7), die 
Richtigkeit von (8) für r — 1 direkt nachgewiesen wurde, 
so gilt (IV) allgemein, d. h. mit (Ia’), V,C, — O0 und (5) 
sind auch sämtliche Bedingungen (1b”) erfüllt, mit (5) aber 
auch die Bedingungen für eine Streckungskovariante F0 


Damit ist zunächst bewiesen: 
Satz Il. ,Ist die Form 


K(a, , &) = Cat + Css, + .. + Da 


eineSchiebungskovariante der Urformen/,g,h,... 
bez. æ,, und ist überdies das Leitglied ©, von X 
bez. x, eine Schiebungsinvariante der f, g,h, 
bez. æ, , sowie isobar bez. A und æ von den Ge- 
wichten wŸ =, oŸ = « +1 (1Z=0), 80 ist K auch 
eine ie tiue Kovariante der f,g,h,... vom 
Gewichte « und von der Dimension À in den x. 
Zugleich ist jeder Koeffizient ©, von K isobar bez. 
æ, und æ,, von den Gewichten œ@f=æo<+r, 
og = æo<+i—7r, und homogen in den (a), (b), (ce), ... 
von der Gesamtdimension d = 2 « + À. 

Dieser Satz läBt sich noch nach zwei Richtungen hin 
vereinfachen. In der Tat läBt sich zeigen, daB von den 
Bedingungen des Satzes II die eine, , OC; —0, überflüssig 
ist, insofern sie sich als eine Folge der übrigen heraus- 
stellt, und daB überdies stets &f) = wf” sein muf. 

Zuvôrderst beachte man, daB bei dem Beweise der 
Identität (IV) (wo der Index r jetzt lieber mit s bezeich- 
net sei): 


(IV) FO 6) 0, (8 = 0) 


von der damaligen Voraussetzung P, C; — 0 [in (Ia’)] kein 
Gebrauch gemacht worden ist. Man bilde daher nach 


(II) 


r+]i 
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Anleitung von (Ia) die beliebig weit fortgesetzte Reïhe 
von GrôBen C,: 


10 Vi Co = Ci, F; C; 203 +.) ViC,-i=re,, 
1 PRO (Tr EC ECS 


wo von der ganzrationalen Funktion C, der (a), (b). (c),. 
lediglich vorausgesetzt wird, daB F, 0, = 0, und daB C 
bez. x, und #, isobar ist von den RR Di — @, 
@Ÿ — «© + À, und selbstredend nicht identisch verschwindet. 

Damit ist dann auch ©, für jedes r > 0 isobar bez. x, 
und +, von den Gewichten &Ÿ = © +r, wÿ =o+i—7r, 
und homogen in den (a), (b), (ec), ... von der Dimension 
d = 2 © + À. 

Zuerst erkennt man us daB &ÿ = «f sein mu, 


d. h. die Differenz &©$) — «= 1 nicht negativ sein kann. 
Wäre nämlich À pe — — À’, so folgte ww-#)=0, 
also auch C,-; — 0. Dann liefert aber (IV) sukzessive 
für 8—œ@—71 —1, wœ—7?"—2,... das identische Ver- 
schwinden von C,--1, Co-rx-2, -.., ©, wo das letzte 
ausgeschlossen ist. 

Von jetzt ab darf daher wo!) = «wf° vorausgesetzt wer- 
den. Sodann beweist man ähnlich, daB in der Reihe (10) 
von den À +1 GrôüBen C,, C;, ..., C1 keine identisch 
verschwinden kann. 

Wäre nämlich C, = 0 (r= < À), s0 folgte aus (IV) wie- 
derum der Reihe nach C, :, =0, = 0, ..…, O =0, 


so daB derselbe Widerspruch entstände wie soeben. 

Andererseits ist nachzuweisen, daB in der Reïhe (10) 
alle ©, für r > À identisch verschwinden müssen. 

Da für jedes r = 0 «5 = ©<+21—7r, so ergibt sich 
für r = «© +1, daB cf +) — 0, mithin auch C,,,1 = 0. 

Die ne (10) de C, bricht also sicher hinter C; 
ab, spätestens mit ©,,,:-1, insofern C,,:: und a fortiori 
alle weiteren C identisch verschwinden. 

Nun ergibt sich aus (IV), da C,::=0, fi 
S = @ + A — 1: 


ar) 0=V, Coys = {2 — (o + 1 — 1)} Cousi 
= — (co — 1) otre 
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Mit Ausnahme des Falles « — 1 folgt also hieraus, 
dañ auch Ch,:2 1 0. Im Falle © — 1 wäre wétie 0, 
also auch Ci}1 = Co: = 0. Dann lieBe sich aus (11) 
nicht mehr erschlieBen, daB C; = C,:3-1 = 0; nach obi- 
gem weiB man aber, da letzteres gar nicht eintreten 
kann. 

Indem der hiermit erledigte Fall «© — 1 ausgeschlossen 
werden kann, zieht die Tatsache, daB C,,,1-1 — 0, wie- 
derum nach sich, daB auch C,,:;3-9 0. Denn erteilt 
man in (IV) dem Index s den Wert « + À — 2, so kommt: 


— | | ER ; ENT 
(12) | ; Fa Co+1-1 ni (or 2); Con 
[ = —(w — 2) C 


&@ + À — 


Für «w + 2 folgt hieraus in der Tat, daB C,,::_9 = 0. 
Im Falle w —2 aber würde wÿ+% — 0, also C,2 = 0; 
dana ergibt sich aber direkt aus (LV), Fr man s—1<+1 
nimmt: 


(13) 0 2Z= - Gus — {À “ni (2 _. 1)} Ci —— — Cia , 
also die Folgerung C;11 = 0, während ©; nach obigem 
+ 0 ist. 


Sieht man daher von den erledigten Fällen © = 1, 2 
ab, so ist mit Cha = 0 auch C,1-1 = 0, Cora 9 = 0. 

Man gehe abermals einen Schritt weiter. Mit Rück- 
sicht auf C,:1-9 —= 0 liefert wiederum (IV): 


(14) 0 = y, Cove — — (co Tr 3) Cons ÿ 


also, solange' © +3, auch O,r1-3 —= 0. Für o—53 ist 
C;13 = 0; setzt man aber in (IV) zuerst s—1+2, so 
folgt Ci32 — 0, und sodann für s — À + 1, auch C:1,1=0. 

Um die entsprechende SchluBweise allgemein zu for- 
mulieren, nehme man an, daB in (10) bereits C,4:1 =0, 
Csri-1 = 0, ..., Cori-tr1 = 0, 80 ist zu zeigen, daf 
dann auch 41: = 0, runs =0, ..., Cia = 0. 
Dabei unterliegt der positive Index { der Ungleichung: 
DA tu 1 El dd it <o,s0-daf Jo =treine 
natürliche, von Null verschiedene Zabl ist. 

Gibt man in (IV) dem Index s den Wert «© + À —1#, 
so entsteht, da C,+1-141 = 0 ist: 


(15) — Fe Core = — (co == t) Costes , 
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mithin, da © —t+0, Cuir 0. Fährt man so fort, 
so resultiert der Reihe nach das identische Verschwinden 
von CT, He cn C1 à 

Faft man zusammen und bedient sich der Darstellung 
der C, in (Ib’), so erfäbrt der Satz IT die wesentliche 


Vereinfachung: 

Satz Il. ,,Versteht man unter ©, eine in den 
(a), (b), ... ganzrationale Schiebungsinvariante 
bezeavder Urformen f,t9,007 SudiebDezTn Gode 


isobar sei von den Gewichten «ff, w®, mithin 


auch homogen von der Dimension d = &f + wÿ, 
so ist stets wŸ = wŸ. Dann ist C, das Leitglied 
bez. æ, einer eindeutig bestimmten vollständigen 
Kovariante Æ(x,, x) vom Gewichte wo = «® = 4 — wf, 


und von der Dimension À — «0% — © = 2 © — d 
= d — 2 in den x, ,.m% : 
Gene) pic pic 
T4 Eee IRSC PAS PE LE ME ONE) 
Et) = Co ts +, mat + Fr à 
so da die Bedingung +10, =0 von selbst er- 
füllt ist. 


Der entsprechende Satz gilt mutatis mutandis 
für das Leitglied C; bez. x, mit den Gewichten 
w®, w® und der Dimension d: es wird dann 


© = 0 =d4—w), 1=2w00D—-qd—=4—2 of = of) — wf. 


(0) (0) 
? 


Für &@f — a}, resp. &{ = w% reduziert sich K 
auf eine Invariante.“ 

Auf Grund dieses Satzes erfährt nun auch der Satz ET 
des $ 13 eine wesentliche Ergänzung. 

Beschränkt man sich der Einfachheit halber auf ©, 
und schreibt die Variabeln wieder nichthomogen, indem 
man #,—4%, &, — 1 setzt, s0 daf K(x,,m)=K(x, 1) = K(x) 
die Gestalt (2) des $ 13 annimmt: 


Vi Cox VC, 2? L Vi Ca 


(6) Ke) = G ++ DH. + ET ; 


versteht man ferner, wie damals, unter f; — f;(x) die mit 


(n — à)! 


-——,  dividierte -te ,,einseitige‘‘ Ableitung von f nach x, 
n! 
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entsprechend für g; u.s.f., so gestattete zufolge $ 13 (VII’) 
die Form Æ(x) die Darstellung: 


(\) Ka) = Cilfi; de, M; 1 


indem die Argumente a;, b;, @,... resp. durch /;, g, 
k,... ersetzt sind. Die Bedingung PV, C,=0 [$ 13 (III), 
S. 218] überträgt sich jetzt auf die Form Æ selbst: 

(VI) PE K= Sn —i)f,.; a 

1 eZ Ur 
entsprechend die Bedingung des doppelten Isobarismus von 

. © dahin, daB Æ hinsichtlich der };, gx, M, -.. isobar ist 
bez. æ von einem Gewichte « und homogen von einer 
Dimension d—2«<+À, wo dann / nicht negativ sein kann. 

Die fragliche Ergänzung des Satzes III’ des $ 13 lautet 
somit: 

Satz III. ,Eine in.den Argumenten f;(x), g(), 
hi(œ), ... (bez. x) isobare und homogene ganzratio- 
nale Funktion Æ(x) vom Gewichte « und von der 
Dimension d, die der linearen partiellen Differen- 
tialgleichung (VI) genügt, ist eine vollständige Ko- 
variante der Urformen f(x), g(x), h(x), ..., vom Ge- 
wichte « und von der Ordnung Â=d—2œ@. Für 
| — 2 reduziert sich ÆÀ auf eine Invariante.“ 

Aus den obigen Eigenschaften einer Kovariante läfit 
sich in Verallgemeinerung der im Anhange zum Abschnitt I, 
S. 173 gezogenen Schlüsse folgern, daf jede Kovariante 
einer Kovariante, oder eines Systems von solchen, wiederum 
eine Kovariante der Urformen ist. 

Übt man zunächst eine Schiebung ÀA,(k) aus: 


Nm — Le 10: 
2 k)x+1 Êg “ne CC Ü : 


m=é the, Go = Ë2 ; 
und bezeichnet die Koeffizienten eines Systems von Ko- 
trot 0 oder Uriormen j,,.03. M, 
mit €, &, ©’, ..., die vermôge Transformation der 
f,g;h,... daraus hervorgehenden Koeffizienten mit y,, 
vd, X/,-.., s0 bestehen die Identitäten: 


f HSE) K(c,; Di; >) ; 


NT 
HE | AG: 8,8) = K(cim, ®) ; 


240 Differentialgleichungen für invariante Bildungen. 


DemgemäB lassen die GrôBen » y”; +, eine doppelte 
Auffassung zu: einmal entstehen sie aus den €, €’, ..., 
indem man deren Argumente (a), (b), ... ersetzt durch 


die transformierten («), (B), 
18) = ll); (D,.-1: Dr 00), (0): 1, NE 


andererseits erhält man die »,7»”’,... direkt als Trans- 
formierte der c, ec’, ..., wenn man die Æ, K’,... als 
Urformen unmittelbar der Schiebung A,(k) unterwirft. Ist 
daher in letzterem Sinne K eine Kovariante der À, K’,..., 
so ist sie auch eine solche der /,g,h, 

Das Entsprechende gilt für eine Schiebung A,(h), und 
daher überhaupt im Gebiete der unimodularen Kovarianten. 

Nunmehr gehe man zu einer Streckung M,(m): 
LME, = 5 über. Die Bezeichnungen (a), (b),...; (x), 


(B),-..35 Ces és ce 5 Yes Yes --. Selen beibehalten; ferner 
verstehe man unter À, À’, ... die Ordnungen von X, 
K’', ..., unter w, w’, ... ihre Gewichte, Dann be- 
stehen einmal die Relationen: 
Vo = ME MC) à = ME M0 EC EU = NDS 
(9) {pme eme, im em lo, ..., y = mec; 
Sieht man dagegen die X, K’, ... als selbständige 


Urformen an und denkt sich auf sie die M,(m) ausgeübt, 
so môgen die transformierten Koeffizienten durch e,, &, . 

&ngegeben sein. Dann hat man die PRE Trans- 
formationsformeln [$ 12 (2x), S. 197] auf die ce, ec’, ... zu : 
übertragen und erhält: 


M Ci. éme 


(POSE mn NN mn ce Ei = 


Die Vergleichung von (19) und (20) lehrt, daB die y, 


Vie it dense, Sr nachétden einfachen Gesetze 
verknüpft sind: 


(21) Vrn 5) Vr= ME,à 


Sei nun wiederum K eine Kovariante der als Urformen 
betrachteten K, K’, ..., mit den Koeffizienten ©,, deren 
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Transformierte die €, seien, mit dem Gewichte © und 
der Ordnung A, so gilt nach Voraussetzung die Identität: 


22) K(Es; &, &) = mMmK(Cu; di, &). 


Andererseits mügen die ©, dadurch, daB man ihre ursprüng- 
lichen Argumente (a), (b), ... durch die (x), (B), ... er- 
setzt, übergehen in die 7,. Dann sind die 7}, dieselben 
(ganzrationalen) Funktionen der y,, »;, ..., wie die €, 
Von 0enies,, 7, 2. 

Die Form K als Kovariante der Urformen K, K’,... 
sei in den Koeïfizienten €,, &, ... einzeln homogen, 
von den (konstanten) Dimensionen D, D’, ... 

Dann aber folgt aus den Relationen (21), daB auch 
die GrôBen 7’, und €, proportional sind, d. b. sich nur 
um ein und dieselbe Potenz von m» als Faktor unterscheiden : 
(23) TR n me PCs ES : 

Verbindet man diese Relationen mit der Identität (22), 
so ergibt sich in der Tat: 


(VII) L K(Z,; 4, &) = Lu Ho N(0 er) 

— m° K(C, ; %,&), 
d. h. K erscheint auch als Streckungskovariante bez. x, 
der Urformen f,g, ..., nur daB das Gewicht 9” sich 
gegenüber dem ursprünglichen {2 um die Summe der Pro- 
dukte Dow, Do’, ... geändert hat. 


Analog verfährt man mit einer Streckung M,(m), 
wo der Kürze halber der Parameter wieder mit m (statt m,) 
bezeichnet sei. In den Formeln (19) und (20) hat man 
alsdann nur jeweils die Reihenfolge der Indizes 0,1,...,4; 
0, 1, ..., 4’; ... umzukehren. Dadurch erleiden aber 
die Relationen (21) keine Ânderung, und ebensowenig die 
Relationen (22) und (23), da für eine vollständige Ko- 
variante die Dimensionszahlen D, D’, ... bez. x, und 
je dieselben sind. 

Verbindet man dies Streckungsergebnis mit dem oben 
erhaltenen Schiebungsergebnis, so ist der Satz bewiesen: 

Satz IV. ,,Ist ein System vollständiger Ko- 
Vaniantentt, = MderQUrformen /, g, h, +, 
mit den Gewichten w, w’,... vorgelegt, so ist jede 
Kovariante K (speziell auch Invariante) der K, 
K',..., vom Gewichte © — diese Kovarianten als 
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Urformen aufgefañt — auch eine Kovariante der 
f, g,h, ..., mit einem Gewichte ©”. 

Hierbei ist vorausgesetzt, daB K in den Ko- 
effizienten der Æ, K’, ... einzeln homogen ist, 
von den Dimensionen D, D’, ...; das Gewicht 9” 
ist dann um die Summe >D« der Produkte Do, 
Do’, ... grôBer als das Gewicht ©.“ 


Aufgabe 1. Die Gewichtsregeln und Streckungs- 
differentialgleichungen, sowie die Darstellung (16) resp. (V) 
sind auf die in Aufgabe 1 zu $ 13 aufgezählten Kovarianten 
anzuwenden. 

Aufgabe 2. Sind À, 4, Q die Grundformen einer la 
H,0,i,j die einer f, [vgl. Aufgabe 1 und 3 zum An- 
hange von Abschnitt [|], so sind die Grundformen von Q 
resp. H durch die von /, resp. f, darzustellen, und das Ent- 
sprechende ist für die Büschel /, + 2Q , f, + nu H zu leisten. 

$ 15. Erweiteruagen auf inkongruente Substitutionen. 

Die in den $$S 11—14 für In- und Kovarianten ab- 
geleiteten Ergebnisse lassen sich im wesentlichen auch auf 
den Fall von Urformen mit mehreren homogenen Variabeln- 
paaren (&,,%), (Yÿ1,Y2), ..., die unabhängigen (inkon- 
gruenten, inkogredienten) Substitutionen #S,, 8, ... unter- 
worfen werden, ausdehnen. Es soll dies wenigstens in den 
Grundzügen dargeleget werden, indem der Fall zweier Paare 
als Muster diene. Schon in $ 10 waren lineare partielle 
Differentialgleichungen aufgestellt, denen In- und Ko- 
varianten bilinearer Urformen bei zwei inkongruenten uni- 
modularen S,, S, genügten. 

Es werde jetzt direkt an $ 11 angeknüpft. Die binäre 
Urform f,,p = f(&; Lo 3 Y1 V2) VON den Ordnungen n, p 
in den (x), (y) werde zunächst nach Potenzen von x, ge- 
ordnet, oder, wie es jetzt bequemer ist, nach Potenzen 
der nichthomogenen Variabeln æ — æ,(x, — 1), so daB die 
Koeffizienten a; ihrerseits ganze Funktionen p-ter Ord- 
nung von y = y;(Yÿys = 1) sind: 

Tang) = ap dt mia dE Epe, ar EN 
| + No An-2 D? + Ni Gn-1 © + An, 
| di = do Y + Pi Gin YP TT + Do Go YP 2 +. 
+ Pa i,p-2 Y? + Pidi,p-19 À Gp» 
(ue 0 10) 


(1) 
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oder zusammengezogen : 


(1°) 


p 
> D'arniprr" 
— = 0 £= =0 


n 


1 p(æ; y) = 


à k 
CE qu 


wo wiederum »;, p; den î-ten Binomialkoeffizienten von », 


resp. den k£-ten von p bedeute. 
eine Schiebung À4,(k) von x ausgeübt: 


(2) Aft)|æ—E£+n. 


Auf / werde zuvôürderst 


Hierdurch geht f, ,(«; y) über in eine neue Form y, ,(£; y): 


p) [er = ur +met +. 
| Xi = Xio Y? de ve. ee 
oder kurz: 
(3°) 


Pn, p(E3 y) = ik Ni Pr ET 


Ein Ausdruck J(a (a) = 


ik) = 


Un Et Xn 


+ Di D 1U CE Xi,p 3 


iyp- k 


= J soll gegenüber À,(hk) un- 


verändert bleiben und dadurch zu einer ,Bchiebungs- 


invariante von / bez. x — «,‘* werden: 


DER | 


(2) Ji) = J(x) = J(a) . 

Man entwickle, wie in $ 11, J(x) nach Potenzen von : 
L n 47) 

(5) J{(x) = J(a) ah (k—0) 


Wegen (I) verschwinden rechts die Koeffizienten von k, 


4 


ik 


h2° ., also insbesondere der von h: 

dJ(x) Rs _ 
(6) CIE x) 00, 
Nun ist: ra 

J'(x) —= 
also für À — 0: à 

Ja), 

Û che ps ss 


i(0) , 


wo die x/;(0) zu ermitteln sind. Zunächst gilt, wie in 


STE 0 1 - 


(9) 


1): 
X = 4h A, 


Xp — do ; 


di, 


16* 
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(02) AU EE œ; = 2(ao h + &), DEC 
PRE CS 

(10) He ere af(0) = 10, ex) =D ie 
SAGE OCEAN 


Nunmehr setze man hier für die «x; und «4; ihre Poly- 
nome p-ter Ordnung in y aus (1) und (3) ein und be- 
rücksichtige, daB dann die Relationen (10) identisch in 
y erfüllt sein müssen. Dann ergibt die Koeffizientenver- 
gleichung für alle Werte des Index # von 0 bis p: 


@6k(0) = 0,  xix(0) = 1-a@0x,  x2x(0) = 2- ax; 
ss RO) = 1@ 1,8 
G=—= 0 1L 52); 


Hält man in dem Summenausdruck (8) jeweils den In- 
dex à fest und läft den zweiten Index k von 0 bis p 
laufen, so kommt gemäB (10°): 


(10°) 


: CE LA ER CT AR 
J'(@)(x=0) De io (0) ci VE Dr (0) SERRES ay %3(0)} 
J dJ J 
= ï la, LA 9% TELE ER + 1,3 } 
(8’) _ Su RS oJ 
Den das Le = Mrs Lu = n Dans +5 
a. p CT 
= nu À @ TNT 
ENV El ik 


Die rechte Seite von (8’) verschwindet, auf Grund 
von (6), identisch, d. h. für alle Wertsysteme der a;y. 
Hinterher schreibe man wieder h, statt h. Verfährt man 
analog mit der Schiebung 4,(h,), indem man dann æ —1, 
La = ®; Yi —= 1, Y — y setzt, und wiederholt beide Ent- 
wicklungen für die Schiebungen A.,(), A,(4) bez. y 
resp. Y, SO ergibt sich, daB eine ,,Schiebungs- 
invariante‘ J von f bez. %,, 4 resp. y, %, d. i. eine 
Invariante J gegenüber resp. einer À.,(h,), A,(h), AÀ,(t), 
A,(4) je einer der vier linearen partiellen Differential- 
gleichungen genügt: 
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A cs 0; 
à + dix 
: : = MOT 
(ITb) A3 (ha) Fd=2 Eh (ne à) Arr, PE — LA 
nl Te dir 
/ SX OJ ; 
(la) A4()|E] => ka zy-——=0, 
rar O dix 
> e oJ 
(Ib) 4(@)|/EJ = = > >'(p —k)a di,k+1 3. — = 0. 
RE Sr 


Nach Satz VII des $ 6 genügt eine unimodulare 
Invariante bez. (x,, æ,), d. h. eine Invariante gegenüber 
allen unimodularen S, der #,,#x,, den beiden Bedingungen 
V,=0, F,—0 zugleich, und entsprechend eine uni- 
modulare Invariante bez. y,, y, den beiden Bedingungen 
€ —0, €, = 0 zugleich; endlich erfüllt eine unimodulare 
Invariante bez. beider Variabekpaare, oder eine ,,uni- 
modulare‘ Invariante schlechthin, alle vier Bedingungen. 

Faft man etwa die erste der Gleichungen (II) näher 
ins Auge, so unterscheidet sie sich von der für ein ein- 
ziges Variabelnpaar (x,, æ&,) — (x, 1) und eine Schiebung 
A,(h,):æ—£+h, gültigen [$ 11, (ILa)| nur dadurch, daf 

À 


. . * C 
irgendeiner der damaligen Terme a;_, -— nunmehr ersetzt 
© di 


ist durch eine Summe von Termen analoger Struktur, in- 
dem den beiden Indizes à — 1, * ein zweiter Index k£ an- 
gehängt wird, der seinerseits die Werte 0,1,...,?p 
durchläuft. Entsprechendes gilt für die drei anderen 
Gleichungen (II). 

Nimmt man demgemäB jeweils dieselbe Abänderung 
vor in dem Beweise des $ 11 für den Satz, daB umgekebhrt 
die Bedingung W, — 0 resp. P, — 0 auch hinreichend ist 
für eine Schiebungsinvariante bez. x, resp. æ, , und be- 
rücksichtigt, daB die Substitutionen S,, $, unabhängig 
voneinander sind, so erkennt man, wie sich der dort ge- 
führte Beweis im übrigen Wort für Wort auf die jetzigen 
allgemeineren Füälle (IT a), (ITb), (11 2’), (IT b”) übertragen läBt. 

Damit findet auch die Entwicklung (VII’) des $ 11 
ihre unmittelbare Erweiterung. Sind h, 1, V, € gemein- 
Soie Zrichenrespiiun hi sl, Lo, PS: Er Ein (I), 
und denkt man sich auf die Variabeln #,, æ resp. y,, % 
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[4] 


der Urform f je eine Schiebung A(h), A(l) ausgeübt, ist 
endlich J ein beliebig gewählter Ausdruck in den Ko- 
effizienten von f, so besteht die identische Entwicklung: 


JG = J (DFI PIE) 


(ane “IL V2J + RIVEJ + 1 E2J) + 

Liesen mehrere=Urformen 1, Un le se Din 
%, Los Yis Ye VOr, SO ist jeder der Prozesse V,, €,, 
V,, & auf die bezüglichen Koeffizientenreihen der a;x, 
biz erStre ken T0 MP n RO, PE De 
L=0 Le ns = 0 Lo em) admises 
jeweils die Summe zu bilden. 

Endlich tritt, wenn es sich um eine Schiebungs- 
Kovariante nt (Er "22 04) UN TESD Der TE te 
handelt, nach dem Muster des $ 13, gegenüber einer In- 
variante nur die Abweïchung ein, daB den rechten Seiten 


j 0 
von ne. RE (I1b°) resp. die Terme —x, D ; æ 02, ? 


( ; " : 
Yo Ba Dee hinzuzufügen sind. 
‘ 12 


Yi 

Demnach sind die — auch den Fall der Kovariante 
mit nur einem Variabelnpaar und der Invariante mit 
umfassenden — charakteristischen Differentialglei- 
chungen für eine Schiebungskovariante Æ(x,, 2% ; Y1, Ye) 


per iresp'r 2, 0, vomUrOoNmen’,. De 
See GC ; 
(Ma) AG)IZAE-& SE 0, 
æ, 
(XL) A,(h)| VE —e = 0e 
FT 2e | 
CE 
(111a’) A tal Die K — y» — —=0, 
LE D : OY: 
/ | 7 OK 
(TD) Ah) | DEF ne =0, 
f CY9 


. wäbhrend für eine unimodulare Kovariante bez. x,, x, zu- 
gleich die Gleichungen (IIIa) und (IIIb), für eine solche 
bez. y,, %, zugleich die Gleichungen (IIIa’) und (IIIb’), 
endlich für eine ,unimodulare Kovariante schlechthin‘* 
alle vier Gleichungen (III) gleichzeitig charakteristisch sind. 
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Tritt der besondere Fall ein, daB für eine unimodulare 
Kovariante schlechthin die beiden Substitutionen S;, &$, 
und damit beide Variabelnpaare Kogredient werden, so 
beweist man, wie in $ 10, da sich die vier Gleichungen (III) 
auf nur zwei zusammenziehen, die durch Addition von 
(ïila) und (II1a”) resp. (1ITb) und (II1b’) entstehen. So- 
mit gilt: 

Satz IL ,,Damit ein Ausdruck K(x,, æ ; y, %) 
gegenüber irgenudeiner der unabhängigen Schie- 
Lunsen 4,14). A4), Ab), 4A.(L) von resp. 7,4, 
Y1, Y ungeändert bleibt, ist notwendig und hin- 
reichend, daf Æ der entsprechenden Differential- 
gleichung (III) genügt, wo die Prozesse P,, P,, 
€,, € durch die linken Seiten von (II) erklärt sind, 
und die Summationsichauf dieUrformenf,g,h,... 
erstreckt. 

Die Gesamtheit der Bedingungen (IT) charakte- 
risiert eine unimodulare Kovariante Æ‘. 

Für die Koeffizienten einer unimodularen Kovariante 
K(x,, æ ; Y,, Y2) sollen jetzt analoge Rekursionsgesetze 
entwickelt werden, wie für die Æ(x,,æ,) in $ 135. 

Es genüge, die Wirkung der Schiebungen A,(h,), A(4;), 
also der Bedingungen (IIIa), (111a”) zu untersuchen. 

Indem man wieder nichthomogen 4 —=x, % —=1; 
YU —=Y;, Ye = 1 setzt, die Ordnungen von Æ in x, y resp. 
mit À, u bezeichnet und ÆÀ einmal nach Potenzen von #, 
das andere Mal von y ordnet, kommt: 


ai) KH=C;at +C, at +... LC +... +Cx+C 
=D, Yyr Du" L...+Diyf+...+D,y+D,. 
Hier ordne man ihrerseits die C;, D, nach Potenzen 
von u resp. À: 
| OO, yé E Ci pag 1 E... + Oiy + Oo 


G=1,i1—1, 30) 
(ie Dig at 4 Dia, 1 + … + Di + Dir 
&=u,;u—1,...,0). 


Unterwirft man Æ den Differentiationsprozessen (III a), 
(Ia), wo der Kürze halber wieder ,, € statt D P,, 
F; 


(12) 
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ve geschrieben werde, so ergeben sich zunächst für 
5 


die © genau die Relationen (IITa) des $ 13, und ent- 
sprechend für die D: 


He Co=1 C; ; "; Ci =2 Co D St 
(13) VO=(i+1) C;,:, ee V, C1i-1=1C, V, C1=0, 
CD =D, En 2 DS, 


EDi=(h41)D;1, 4 ED D, 0,0) 


oder auch durch Iteration von V,, €, angewandt nur. 
autiCs , D: 


GO RSC ONCE 
(14 ViC,=1!cC;, ES FrCE —= À! C;, pr F5 =0, 
) ÉD =itD,, ÉD =D RE 


REÉFD RIDE MED = ND OEM, == 0 


Diese Relationssysteme (13) oder auch (14) sind jetzt 
aber als in den Variabeln y resp. æ identisch erfüllt an- 
zusehen und sind in diesem Sinne gleichwertig mit den 
Differentialgleichungen (IITa), (III a”). 

Die Koeïffizientenvergleichung liefert die ebenfalls mit 
(IITa) resp. (IIIa’) gleichwertige Kette von Rekursions- 


formeln (= 0 Lun = 0 Ver ONE Re 2e 
PTE 

FFC, = LL LP ÉFOS = k!C,z 
(15a) 17€ s (15b) | À 0 ko 


F6) == 0 l'E EUX 


Im besonderen folgt für s = 0 resp. r — 0: 
(16 a) Vi Co = 2! Cio » (= 0, eu) 
(16b) EF Con = k! os - (K= 0r-0uu) 


Nun sind für eine Schiebungskovariante Æ bez. x, 
und y, die Schiebungen ÀA,(h,), A,(l) voneinander un- 
abhängig, also auch vertauschbar, mithin auch die Pro- 
zesse Vi, Ei. 

Übt man daher auf das ,,freie“ Glied C9 — Æ(0, 0) 
von À den kombinierten ProzeB VE} aus, so kann man 
erst |, d.h. die Formel (16a) anwenden, und dann auf 


Inkongruente Substitutionen. 249 


deren rechte Seite gemäB (15b) den ProzeB €, Dann 
ergibt sich: 
VÉEF Con = EE! Cho) = 1! ECio = ik! Oz, 
oder umgekehrt: 
_ me 
(IV) Cix = — a se 


Damit nimmt die Kovariante Æ selbst die Gestalt an: 


7”) Sie Use 
i— 0 É=0 0 i=0 £=0 
und wenn Æ eine vollständige unimodulare Kovariante 
ist, so existiert eine mit (IV”) parallel laufende Darstellung, 
die den Differentialgleichungen (IIIb), (IIIb’) korre- 
spondiert. k 

Die Entwicklung (1V”) von Æ hat, in Ausdehnung von 
(Va) des $ 13, eine analoge Struktur, wie die Taylorsche 
Entwicklung einer beliebigen ganzen Funktion X;,,(x, y), 
von den Ordnungen À, u in æ, y: 

4 12 1 oi+k | ; 
(7) K(x,9) Eu, on — K(0, O)xiyt, 
wo hier aber die Argumente 0, O in Æ bedeuten, daf 
erst nach erfolgten Differentiationen æ —0, y—0 zu 
setzen ist. 

Die Vergleichung von (IV’) mit (17) lehrt, daB für 
eine Kovariante KÆ(x, y) die spezifischen Zusammen- 
hänge bestehen: 

u ER - d 

Somit ist zunächst bewiesen: 

Satz II ,,Soll eine ganze Funktion Ki(x, y) 
von den Ordnungen À, x in æ, y, deren Koeffi- 
zienten C;, ganzrational in den Koeffizienten- 
reihen (a), @), (CPR der Urformen /; 40h20. 
sind, gegenüberinkongruenten Schiebungen A,(h; ÿ: 

A,(l) von x, y eine Kovariante sein, so ist dazu 
notwendig und hinreichend, daB in der Taylor- 
schen Entwicklung (17) von À die — nur auf die 


(20) 
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Variabeln æ, y bezüglichen — Differentiations- 
ai+# . ; 

—— K(0, 0) ersetzbar sinddurech die 
0x Oy | 
nur auf die Koeffizientenreihen (a), (b), (c), ... be- 
züglichen — Differentiationsprozesse VIE Æ(0, 0), 
woV,,E zur Abkürzung stebt für >#,, >'E,; und 


F 
die auf eine einzelne der Urformen auszuübenden 


Prozesse V,, € durch die linken Seiten von (IIa), 
(IIa’) erklärt sind. 

Ein entsprechender Satz gilt für eine Schie 
bungskovariante K gegenüber A,(h;), A4,(4), nur 
dabretzta = ln = Ty A, Y:—=7yrzu sotzrentier, 
so daf an die Stelle des freien Gliedes Cy das 
Leitglied C;, tritt.* 

Nunmebhr gehen wir an die Aufstellung der Gewichts- 
regeln bei inkongruenten Streckungen M,(m,), M,(m); 
M,(n.), M,(n) bez. der x, æ resp. Y,, y. Es werde 
gleich der allgemeine Fall einer Streckungskovariante 
K[(a), G),...; &, 2%; Y1, y] bez. &, & , y, Y, der Ur- 
formen },,»; Jm,r --. VOn den Ordnungen À, x in den 
x resp. y ins Auge gefaft, mit dem allgemeinen Gliede: 


Ge) Tete} [ot] ions ...merpu 


00 RUN 


prozesse 


Vermôüge der bezüglichen Streckungen werden die 
neuen Koeffizienten und Variabeln: 


Mimi) | or = rm, Pia = bis mi, ...: E=axmi 
. 

M, (me) | ir = dir me , Bue = Dir me, ss EDR 

Mifn:) | our = an", Bi, — bi ngr 5 +455 hi 

M;(n2) | ir = aixni, Bir = dun, 35 Me = Ve 


während jeweils die drei übrigen Variabeln ungeändert 
bleiben. Wird etwa M,(m,) ausgeübt, so reproduziert sich 
jedes Glied T (19) von À um eine Potenz von m,, deren 
Exponent durch.das Aggregat 


? ee 2 
22m mar X tu Ni — à) Qu + oo —7 
= 0 


k=0 U=0 k= 
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gebildet wird. Dieser Exponent von m, muB dann, gemä 
der Definition einer Streckungskovariante Æ bez. x : 


(21) Mi(m) | Æ(a), (8), ...; Al =maX, 


und analog der Exponent von m,, n,, n,, mit dem 
jeweiligen Gewichte «, resp. «, übereinstimmen. Somit 
gelangt man, wenn eine Doppelsumme von dem Typus 
nt ? 

N' D kürzer mit Y' bezeichnet wird, zu den gewünschten 


0 ÉEt — ES Re 
ne ct : 


M,(m,) Dn—i) ex +DUn — 8) mia +. —r — &, , 
ù i,E ds Éi à 
M,(ms) | D'iéz DAC L...—(1—7r) = &,, 
(V) | a ne 
Mn) | D{p —%) ax + DUp: — ki)mie +... —s 0. 
ik mA 
M.(n) | D x DAT +... —(u—s) = m . 
ik LE 


Sind die beiden ersten resp. die beiden letzten KRela- 
tionen gleichzeitig erfüllt, so liefert Addition: 


M,(m;) 
Om) | In Der + mme +... =1+20, 
_… | Mim)] x ci 
(VI) 
one MS 0e 2 2. 
ZE x PES ds CODE Le] 2 + 
M;(n2) |: Fe Fr. 


Setzt man wiederum voraus, daB Æ in den (a), (b),. 
einzeln homogen ist, so bedeuten dar, Dim « 
dk ü, 
die Dimensionen (Grade) d;, d,, ... von K resp. in den 
(a), (b), ..., und (VI) lautet kürzer: 


} nds md +... =1+20, 
\pd,+ pd, + 1 | 20). 


Denkt man sich andererseits die erste und dritte 
resp. die zweite und vierte der Relationen (VI) zugleich 
erfüllt, so kommt durch Addition: 


(VI) 
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M ? ] 
1(m) D'n+p—i—Rk) ex + Dm + Pi — Ki) man Free 
Min) | 54 HS 
(VII) = (r+s) + (1 + «) , 
M. 2 v'(à 
SE Der +EG +) te 
Mn) | 5% ue 


= (Â+u—r—s8) + (œ, + ox» ). 

Die Gewichtsregeln (V) lassen sich wiederum, wie 
n $12 im Falle eines einzelnen Variabelnpaares (x, 4), 
ersetzen durch korrespondierende lineare partielle Diffe- 
rentialgleichungen. 

Es genüge die Betrachtung der Streckung M,(m,), also 
der Formeln (21) und der ersten Zeile von (V). Schreibt 
man für den Augenblick m» statt m, und setzt, wie in $ 12: 
(22) m—=1+R, 
so geht (21) über in: 
conter Ces 
= K + ho, K + 


Andererseits liefert die Maclaurinsche Entwicklung 
der linken Seite: ; À 
dK(x), (p),...; à] 


0) ‘a tt / E % 
(24) K(+Rh)=K+R ah (h—0) 


Da die Koeffizienten von À auf den rechten Seiten 
von (23), (24) übereinstimmen müssen, so folgt: 


+ 


dK[(a), (8), ...; &] 3 

(25) dr = 0 = ©, K . 
Wegen . —l wird: 
| AKI(x), (8), -..; &] __ dÆf(x), (8), ...; &] 

(26) dh (h— A s dm (m—1) 
| eh [(x » (B); +5 étions 1) 


wo der Akzent die Du na nach m angibt. Nun ist: 


ACHAT Re RS DE RRENPE FETES 
(27) ta: : 


0 K[(x), (6 Dé Ô 
D Sn HP 


K{(x), (8), ..; &] 
OË, 


GE 
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Für m—1 wird 


2E(o), (8) _ÊK. ôK(), ( 


Or Car 
ferner folgt aus (20): 


œix=(n—t)a;mi "", Pia = (nm —1)bix mit, 


: ER 2 
(28) GE) SP UT 
, ar : _ à 
Gik(m=1) = (N — 1) dir; Pim(m=1) = (Mi — )bix ; 
= ET. 
., Gl(m=i) = Ve 


Verfährt man entsprechend mit WM,(m,), M,(n,), 
M,(n:), so erfüllt eine Streckungskovariante Æ bez. resp. 
Ti, LT, Y1, Y2 je eine der vier Bedingungen: 


0 K 


M MR —= = De 
1 (M) 1 < aix (n —à) dx + Das Hot &) bises 
OK 
+, == T; Ôæ, a 0, K —_— 0 
Ô CK 
| — A. | = : 
M, (m.) | ME =D dax Pine bi, 
0 
+ 27. © K = 0 
(VIII) 
Mi(n;) | NÆ =D (p—k) ar De 0 04e 
OH 
—- RE — Y: Mas = de = == 0 , 
OY; 
M, (n) | N, À = 0b. es D; x, 
à di & ne À 
. Jr En, 


Umgekehrt ist das Bestehen je einer dieser Glei- 
chungen auch hinreichend dafür, daB Æ eine Streckungs- 
kovariante bez. resp. æ,, y,, %, Y2 ist. Denn gilt z. B. 
die erste Gleichung (VIII), und übt man den linkerhand 
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stehenden DifferentiationsprozeB (mit Weglassung von «, K) 
auf irgend ein Glied 7 (19) von Æ aus, so resultiert 7, 
multipliziert mit der linken Seite der ersten Gewichts- 
relation (V). Dieser Faktor muB also, wenn das Verfahren 
auf das ganze Aggregat K ausgedehnt wird, wegen des 
Schlufterms —c,K von (VIII), mit «, übereinstimmen; 
das ist aber der Inhalt Ger ersten Gewichtsregel (V). 

Ist À von den x resp. von den y resp. von beiden 
frei — im letzteren Falle wird À zur Invariante —, so 


oK 


Æ 
fallen die bezüglichen Endterme x, _ usw. in (VIII) fort. 


Endlich lassen sich mehrere der Gleichungen (VIII), 
falls sie zugleich bestehen, nach dem Muster von (VI), (VII) 
durch geeignete Addition vereinigen. Insbesondere sagt 
das Bestehen einer der beiden Gleichungen, wo überdies 
@, = &, = @ Vorausgesetzt ist: 


(M +N)ÆA = Sn +p—i— ka, ee 


2m 


ik Or 
| OK OK 
F- : [a ds L Y Er | 20K =0,, 
(IX) 1 ; Ys / , 
: ae 0 K 
(M, + N)EK = Yi +R) ax > — 
ik ik 
s0K OK 
ee (a, SR Ye | — 20 K =0, 
OS OU» 


aus, daB sich X gegenüber den kongruenten Streckungen 
M;(m;) M,(m,) resp. M(n,) M,(n,) invariant verhält, genau 
so, wie die bezüglichen Relationen (VII), falls man auch 
dort &@, = «w, — « setzt. 

Damit ist bewiesen: 

Satz IIT. ,,Je eine der Gewichtsregeln (V) ist 
notwendig und hinreichend dafür, da ein Aus- 
druck Æ(a), (b), ...; æ, @ ; y:, y] für die Urformen 
În,pr fn,» --. eine Streckungskovariante resp. be- 
züglich der inkongruenten Streckungen Mi(m,), 
M,(m,), Mi(n,), Min) ist. Diese Gewichtsrelatio- 
nen (V) sind der Reihe nach gleichwertig mit den 
linearen partiellen Differentialgleichungen (VIII). 
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Im besonderen treten bei kongruenten Strek- 
kungen Mi(m,), Mi(n, = m,) resp. M,(m), Mons — M) 
diejenigen Gleichungen an die Stelle von (V}), (VIII), 
die durch Addition der ersten und dritten resp. 
zweiten und vierten jener Gleichungen hervor- 
gehen, wenn überdies die beiden Gewichte «, 
und «, zusammenfallen.‘ 

Für eine vollständige Kovariante sind die sämtlichen 
Bedingungen sowohl des Satzes III wie des Satzes ! 
cleichzeitig erfüllt und charakterisieren umgekehrt die 
Kovariante. 

 Vergleicht man die Formeln (II), (V), (VIII) mit den 
entsprechenden (II) des $ 13, (2) und (2°) des $ 14 für ein 
System von Urformen in einer Variabelnreihe, so erkennt 
man, daB eine Kovariante ÆÀ von, ,(«, y) noch eine andere 
Auffassung zuläft. Denkt man sich die Urform f,,,, 
gerade wie die Bildung Æ in (11), einmal nach Potenzen 
von æ, das andere Mal nach solchen von y entwickelt 
und bezeichnet wiederum mit C;(y) den Koeffizienten 
von a, mit D;(x) den von y“, so erscheint eine Ko- 
variante Æ von /,, als simultane Kovariante desjenigen 
Systems von Formen, das aus den C;(y) und D;(x) zu- 
sammengesetzt ist. 

Ferner übertragen sich die Schlüsse, die in $ 12 zu 
den Gesetzen (VII), (VII’) führten, auf den jetzt vor- 
liegenden Fall von zwei nichthomogenen Variabeln x, y. 

Durch das freie Glied Æ,, der Kovariante KX, das 
lediglich den Bedingungen 
DU 0 M = 0, MOV ON =0, ON 0 
zu genügen hat, ist die Kovariante K eindeutig bestimmt, 
und es gilt die Darstellung: 


(IV à) Ka ; y) = Koo(ix(® 3 )} ; 


wo die rechts an Stelle der ursprünglichen Argumente &;y , 
der Koeffizienten von /, einzusetzenden Argumente f;4(x; y) 
erklärt sind durch: 
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Besteht zwischen einer Anzahl von freien Gliedern 
(resp. Leitgliedern) von Kovarianten eine identische Rela- 
tion (Syzygie), so besteht dieselbe Relation auch zwischen 
den Kovarianten selbst; überhaupt ist die Theorie der 
in $ 12 entwickelten Residuen ohne weiteres auf den vor- 
liegenden Fall von zwei Variabelnreihen ausdehnbar. 

Die Ausdehnung auf den Fall von mehr als zwei 
Variabelnpaaren bietet keinerlei prinzipielle Schwierigkeit; 
es genüge, die Ergebnisse anzuführen. 

Sei fn,p,4, … die Urform von den Ordnungen n, p, q, ... 
in den « (nichthomogenen) Variabeln æ, y, 2, ...: 


Inn Ur Y ; SE 
(29) ES 


D et De lite: Col ae Res 
= fevre É=0 = 0 
Eine Invariante J von f gegenüber inkongruenten 
Substitutionen der æ, y, 2, ... genügt in bezug auf jede 


der Variabeln, z. B. x, vier linearen partiellen Differential- 
gleichungen: 


r è=1 £=07=0 
(x) ; 


(XD) . 
MJ=DDS... au. = — w,J = 


Umgekehrt sagt u eine der Gleichungen (X) aus, 
daB sich J gegenüber einer Schiebung von æ, resp. æ , 
und je eine der Gleichungen (XI), daB sich J gegenüber 
einer Streckung von +, resp. &, invariant verhält; dagegen 
charakterisiert die Gesamtheit der 4x Bedingungen eine 
vollständige Invariante J von f, so daB, wenn 4,, 4,, 4,, 
die Determinanten der auf æ, y, 2, ... ausgeübten Sub- 
stitutionen S,, 8,, 8, ... sind, J, der in den Koeffi- 
zienten der — vermôüge der S no io — Urform 
gebildete Ausdruck J, die Identität besteht: 


(KIDS Hd AN de 
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Die Invariante J ist in den a homogen von einem 
Grade (Dimension) 4, und isobar Minsichtlich der ein- 
zelnen Variabeln (oder auch Indizes) von den Teilgewichten 
Gin Op ey sers WO: 


ñ p q 


Der in Rede stehende Isobarismus bedeutet bei Be- 
autzung der Abkürzungen: 


(31)  @o00... — do» 1000... — Gi » Ao100 . = Ds +.) 


daB, wenn J als ein Ageregat von der Struktur gedacht ist: 
(32) DD CR db oi Ada TS 


mit numerischen Faktoren c, zwischen den (nicht nega- 
tiven ganzzahligen) Exponenten die Relationen bestehen: 


(33) + Tr ab DE NET De Érst.. nm Dyson 


Entsprechendes gilt für Kovarianten À von f. Schreibt 
man hier homogen, so ist À abhängig von den Argumenten 
os Ai Dis Ci +++» Arst.. 5 Dis Ve 5 Vis Yes --- K genügt 
in bezug auf jedes Variabelnpaar, z. B. x, , « , vier linearen 
partiellen Differentialgleichungen, die bei Benutzung der 
Abkürzungen (XI) lauten: 
0K OK 


(XI) PV,k — x DR T 0) 
0% 


0x, 
0K 0K 
(XIV) M,K = a; CFA —= 0 ; M, K — Lo 0% = 0 : 


Umgekehrt charakterisiert jede einzelne dieser Glei- 
chungen wiederum die bezügliche Sonderinvarianz von KÆ, 
und die Gesamtheit der 4 Bedingungen eine vollstän- 
dige Kovariante Æ , so daB, wenn wiederum Æ, der trans- 
formierte Ausdruck ist, die Identität besteht: 


(XV) Ad A. OX. 


Denkt man sich Æ nichthomogen nach steigenden 
Potenzen der æ; y; 2; ... entwickelt, ist ©, das freie 


Meyer, Allgemeine Formen- und Invariantentheorie I. ii 
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Glied und (C;,,. der Koeffizient irgendeines Potenzpro- 
duktes æyfzl..., o besteht zwischen Ci, und C die 
Relation [als Erweiterung von (IV)]: 

AVES TERRA 

Pr OU TE AU 


und entsprechend, wenn (C;,,,.. das Leitglied, d. 1. der 
Koeffizient des Produktes a y"“2... der hôchsten Po- 
tenzen ist: 


ŒVI) upper re, 


Durch C,, das den Bedingungen P,; —0,,; —0..., 
Mi =0,0M nm 0 M = 0 MON" genüet, istüdie 
Kovariante K eindeutig bestimmt, und man hat die (nicht- 
homogene) Darstellung: 


VIT) ER (cyaec-) = Cire (oi: vies 0e 


wo die rechts an Stelle der ursprünglichen Argumente 
dix. einzusetzenden Argumente fixy (æ@, y, 2, ...) er- 
klärt sind durch: 


MCE RE TEES) 
(34) (n — à)! (p —k)! (q — D! Hi NS 
on! p! gl» O0 ÿ OP 


Besteht zwischen einer Anzahl von Kovarianten eine 
identische Relation — Syzygie —, so besteht dieselbe 
Syzygie auch zwischen ihren Leitgliedern, resp. freien 
Gliedern und umgekehrt. 

Dies ist alles in der früher angegebenen Weise auf 
ein System von Urformen ausdehnbar. Auch die Theorie 
der Residuen ($ 13, Satz IV ff.) ist auf Formen mit in- 
kongruenten Variabeln übertragbar. 

Im Anhange zu diesem Abschnitte sollen für diese 
Übertragungen kürzere Beweise auf dem Wege symboli- 
scher Rechnung gegeben werden. 

Aufgabe 1. Die Gewichte und Streckungsdifferential- 
gleichungen, sowie die Gewichtsregeln für Invarianten und 
Kovarianten sind für die besonderen Fälle einer lineo- 
quadratischen Urform /f, , und einer quadrato-quadrati- 


f(œ;y;e;...). 


+ 
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schen /, , explizite zu entwickeln, sowohl für inkongruente 
als für kongruente Substitutionen. 

Aufgabe 2. Der Beweis der Entwicklung (IIx) sowie 
der Formeln (XVI), (XVII) für den Fall von zwei in- 
kongruenten Variabelnreiben #, , æ, : y,, y, ist im einzelnen 
auszufübren. 

Aufgabe 3. Zwischen vier bilinearen Formen f,;, g:;, 
h;,, k,, besteht eine (lineare) Syzygie. Diese ist auf- 
zustellen und durch die entsprechende der Leitglieder zu 
charakterisieren. 

Aufgabe 4. Ein einfaches Beispiel für die Erschei- 
nung, daf bei kogredienten Variabelnreihen die Rückkehr 
von der Syzygie der Leitglieder zu der ursprünglichen 
Syzygie zwischen Kovarianten nicht ohne weiteres statt- 
haîft ist, wird durch eine f,, geliefert. Es gilt die Syzycie 
(wegen der Bezeichnungen vgl. $ 9): 
| FE le 1 À ds + Da yes — do y). 

(un Ty | 
Hier wird die identische Kovariante æ, Y% — %%, in der 
entsprechenden Syzygie der Leitglieder durch das Leitglied 
.Null‘‘ repräsentiert. 


Kapitel II. Seminvarianz. 


$ 16. Die Seminvarianten einer binären Form. Assoziierte Formen. 
Unter einer Seminvariante ® einer binären Urform: 


0] ——— ñ — ? — À _) 

(1) far » Le) = do LE + M di 2 Be +... M Ans Di D + An L2 
ist eine ganze, homogene und bez. x, — und damit auch 
bez. æ, — isobare Funktion der a zu verstehen, die der 


linearen partiellen Differentialgleichung genügt: 


A A 


Ô re) . Ce) 
VF = a — +24 — +... Titi + Lolo 
(D) O4: C d; 


\ 


© 0 
LÉ CIO ; 


also gegenüber einer Schiebung À,(h) von #: 


(2) m=ûthé, %—&, 
ip 
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ungeändert bleibt. Das Leitglied einer Kovariante von ‘{ 
war nach $ 14 eine beliebige Seminvariante. 

Die einfachsten Fälle n — 2, 3, ... zeigen, daB man 
den Schiebungsparameter hk in (2) so wählen kann, dab 
die Koeffizienten «a; der transformierten Form p(£, &): 
(3) Xo == do , Xy en do h _. di 3 

= ah +iah-1 AE CO + du di_1h + &, CNE 
von einer Potenz von a, im Nenner abgesehen, sämtlich: 
Seminvarianten von f werden. Um diese Frage für eine 


beliebige Ordnung n zu untersuchen, beachte man zunächst, 
daB gemäB (1) die Relationen bestehen: 
(4) Fais Ma; 0" 

Hierbei ist à, — 4 stets eine Seminvariante von /. 
Soll auch «, zu einer solchen werden, so muB jedenfalls 
V x, = 0 sein, also: | 
(5) Va =aVh+ Va =aVh+1) =0. 

Somit lä6t sich die erste Bedingung, die erfüllt sein 


muB, damit à, zu einer Seminvariante von / wird, unter 
jeder der beïiden Gestalten aussprechen : 


(I) Va =0; Vh=—1. 

Geht man zu à, — ha, + (a, h + &) über, so erhält 
man, da 
V(iuh+æe)=h Va + Va +aVh=ha+2au +aVR 
(6) Vas =h Va +aVh+ha +2a +aVr. 
Wird jetzt die Bedingung (II) als erfüllt gedacht, so geht 
(6) über in: 
(7) Vas = —a, + a = 0. 

So fortfahrend überzeugt man sich der Reihe nach, 
daB auch die Gleichungen x; — 0, ... eine Folge von 


(I) sind. Behufs allgemeiner Entscheidung berücksichtige 
man zuvôrderst, daB wegen (II) auch: 


(8) Vh=sh 1iVh = sh" (ER 2 0 sen) 


gilt. Übt man den ProzeB V (I) auf à; (3) aus, so kommt: 
Fox = 00 PRE a PRISE ba, PRE ra 
HR Pa + heat ss Mer Pia, nes an 
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oder, gemäB (4) und (8): 
(Foas—=—iah li, (— Da ht +... —û,(i—r)a hi... —ia; 
| Pause Las ah ir l)ahi-" LR; ttat 


Hier zerstôren sich aber je zwei untereinander stehende 
Glieder, da allgemein die bekannte Relation zwischen Bi- 
nomialkoeffizienten besteht: 


iG—1)...(G—r+1)G—7r) 


(9) 


+ 1) = — TE der — =t(? r)- 
Mithin ist in der Tat das Bestehen der Identitäten: 
(10) Vas = 0, Vas =0, Van = 0 


eine Folge von (I) pa: und es ist bewiesen: 

Satz I ,Übt man auf eine binäre Urform (1) 
fn(&, %) eine Schiebung (2) À,(h) bez. x, aus, und 
wählt den Schiebungsparameter hk als eine Lüsung 
der linearen partiellen Differentialgleichung 
Vh——1, so genügen sämtliche Koeffizienten «x; 
der vermôüge (2 )) transformierten Urform y(£ , &) der 
linearen partiellen Differentialgleichung = 0.“ 


Eine partikuläre Lôsung von Ph — —1 ist: 
(IT) pe En 
UM 
: ; % ire do 
Einmal geht das direkt aus Ph — — = Mois Dé ie À 
0 0 
hervor, andererseits auch daraus, daB für den Wert 
h——% der Koeffizient à . verschwindet, also sicher 
0 
(4 ; 
In der Tat ist die Substitution (2), mit À — — !, in 


do 

der nichthomogenen Gestalt x — £ re in der Algebra 
0 

der Gleichungen bekannt als diejenige, die bewirkt, daB 

in der transformierten Gleichung œ(£) — 0 der Koeffizient 

x, der zweithôchsten Potenz von £ verschwindet, 


Nach Einsetzung des Wertes h — ne (3) erhält man 


für die neuen Koeffizienten «;: 0 
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2 
Do = ds = 0, . eo dÿ = dy ds — KA ; 
5 ' Ü € 3 
D A8 = A A3 — 3 lys + 2 y +.) 
; = ai?  hni-3 2 
AV) {ait = a6 lai — ag * di-1 di + Lo A6 * i-2 
. 5 G riToss j_?> 
mets aid sat} Re … ( 1) 4e VAE ai 
LE (—1)-1(i — 1) ai. 
(= NO En) 
Man wird demnach die n — 1 Produkte «;a ! als selb- 
ständige GrôBen einführen, die mit C; bezeichnet selen: 


" e TH 
Ci = oaË! = af la — da 1% 


PR de LC à 
(V) ) ee sa 
Le : PRET 
+(—1 Gil) =2(ij a Gi -r di 
r=0 
+ (—1) (à — 1 ai *). 
(2,0 en) 
Diese GrôBen C; sind in den 4,, 4 , ..., a, ganzratio- 


nal, homogen von der Dimension à und isobar (bez. x) vom 
Gewichte à. Mit Va; — 0 (10) ist auch Va; aÿ-1) = FC; = 0 
erfüllt, also sind die (n — 1) GrôBen C;(V), zusammen mit 
C, = &, Seminvarianten der Urform f. Somit ergibt 
sich, in Verbindung mit Satz I: 

Satz IL ,,Transformiert man eine binäre Ur- 
form f,(# , #) mittels der Schiebung von #,: 


- GÉTUES = 
PES le an Lo — Lo 
so verschwindet in der transformierten Form 
p(£: &) der Koeïffizient «,, während die übrigen 
&; (—2,3,...,mn), noch je mit aÿ { multiplisiert, 
zusammen mit dem ersten Koeffizienten à, = a, =C, 


*) Hier läfit sich das Endglied auch dem allgemeinen Gesetze 
der vorangehenden Summe unterordnen, indem man schreibt: 
î 
C; = S'(—1yi, Ad eu dann vereinigen sich die beiden 
*=0 
letziten Glieder dieser Summe gerade zu dem früheren Endgliede 
Ci Een 
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nn Seminvariantenm(V) 00 (i=0,2,3,...,n) von f 
liefern.‘ 

Die GrôBen C; heiBfen die n ,fundamentalen‘ 
Seminvarianten von /. Die ursprünglichen Koeffizienten 
Aÿy: By +. An VON (1) f sind als n +1 unabhängige 
veränderliche GrôüBen (Parameter) anzusehen; über den 
Schiebungsparameter k wurde gemäB (III) so verfügt, daB 
von den transformierten Koeffizienten «à; der zweite, «,, 
den besonderen Wert Null annimmt. Demnach stellen die 
n Seminvarianten C; (V) (i—0,2,...,"n) hôchstens 
n unabhängige GrôBen dar; daB es aber auch nicht 
weniger sind, ergibt sich daraus, daf in der Reiïhenfolge 
Co Co -.. Cn irgendein C; stets einen Koeffizienten a; ent- 
bält, der in den vorangehenden € noch nicht auftrat: 

Satz III. ,,Die n fundamentalen Seminvarian- 
ten CV 0,2, 3, ..., n)'sinduwwoneimander un- 
abhängig. 

Für a —0 reduzieren sich, wie die Ausdrücke (V) 
zeigen, bis auf eine Potenz vou C, = a, im Nenner, die 
C; G—=—0,2,3,...,n) auf die korrespondierenden ur- 
sprünglichen Koeffizienten a;, wie es sein muB, da sich 
für a —0, d.i. k—0, die Schiebung (2) auf die Identität 
reduziert. 

Sei jetzt D(a,, a, ..., a) eine beliebig vorgelegte 
Seminvariante von f (die im besonderen auch eine In- 
variante sein kann), so bleibt ® nach der Definition einer 
Seminvariante ungeändert, wenn man an Stelle der a die ver- 
môge (2) hervorgehenden neuen Koeffizienten « (3) einführt: 


D RD AE 0 n) — (dpi: Dos mi a). 
a 
Setzt man also in dem speziellen Falle h — — 
0 
gemäB (IV), (V) statt der a, &, @&, ..., a resp. die 
Ÿ 1 


Re : Con. (8) 
GrôBen C,, 0, c, @° is ea 
der grundlegenden Identität: 


so gelangt man zu 


Pa; 413 A2 -.., An) 


Caro C, 
= æ(c, 0? c,” mA AO) er): 


(] (l 


(VID) 


und damit zu: 
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Satz IV. ,,Eine beliebig (als homogene und 
isobare Form der &;, &;, --., 4) vorgelegte Sem- 
invariante ® läBt sich durch die n TR 
fundamentalen Seminvarianten C; (V) (i—0, 

.,n) rational ausdrücken; man hat nur sel 
dy = CQ zu nehmen, und die a; (i—2,3,...,n) FR: 
die . zu ersetzen. 

Dédureh wird ®, bis auf eine natürliche Po- 
tenz von OC, im Nenner, eine ganzrationale Funk- 
tion der C;. Eine beliebige binäre Urform f 
nter Ordnung besitzt genau n unabhängige Sem- 
invarianten; als solche kôünnen 7. B. die C; gewählt 
werden.“ 

So ist z. B. 

ce É Co 
Da ai = ®| Cr 0, 2] = do = (0. 
Et 

Nach $ 14, Satz Il”, ist jede Seminvariante ® von f 
das Leitglied einer vüllig bestimmten Kovariante Æ von }, 
und nach $ 13, Satz V, ist jede Syzygie (Identität) 
zwischen Kovarianten À von f durch die entsprechende 
Syzygie zwischen deren Leitgliedern ® ersetzbar und 
umgekehrt. 

Die n fundamentalen Seminvarianten C; sind daber 
die Leitglieder von ebenso vielen bestimmten, voneinander 
unabhängigen Kovarianten Ÿ,, den von Hermite*) ein- 
gefübrten ,,assoziierten‘ Formen, die man auch nach 
Gordan ,,Schwesterformen‘ nennt. 

Und da CO, — & das Leitglied der Urform f selbst ist, 
so Zieht Satz IV den Fundamentalsatz nach sich: 

Satz V. ,,Eine belicbige Kovariante (speziell 
auch Invariante) ÆK von f läBt sich durch n 
ausgezeichnete unabhängige Kovarianten, die 
Schwesterformen Ÿ;, — mit den Leitgliedern {on —, 
rational darstellen, so, da als Nenner lediglieh 
eine natürliche Potenz von f auftritt; man hat 
zu dem Behuf nur das Leitglied ® von K gemäB 
(VID) durch die n Seminvarianten C; auszudrücken, 


“4, Ds für Math. 52 (1856), $. 1; vgl. Gordan-Kerschen- 
steiner, Invariantentheorie; Band II, $ 31. 
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und in dieser Identität hinterher alle Leitglieder 
C; wieder durch die zugehôürigen Kovarianten WY, 
zu ersetzen.‘ 

Zu den n unabhängigen Seminvarianten €; von f 
hätte man auch von der Theorie der linearen partiellen 
Differentialgleichungen aus gelangen kônnen. Die Glei- 
chung ®— 0 (T) ist eine solche, und zwar im besonderen, 
da kein freies Glied auftritt, eine ,homogene‘ Gleichung 
in den n unabhängigen Variabeln a,, &, ..., &, und der 
abhängigen Variabeln @. Eine derartige Differential- 
gleichung besitzt aber*) n unabhängige partikuläre 
Lüsungen, und jede weitere Lôsung ist eine Funktion 
jener und umgekehrt. 

Die Integration einer solchen homogenen Gleichung 
VD—O läBt sich zurückführen auf die eines Systemes 
von linearen gewôhnlichen Differentialgleichungen, das in 
die Gestalt gesetzt werden kann: 


D Re D PR UN 
0 do 2 d J do N'an-1 

Aus d® — 0 folgt zunächst ® — const.; als die von 
den ,,Variabeln‘* a,, & . ..., a, unabhängige willkürliche 
Konstante ist hier à«, — C, anzusehen. Sodann liefert 
da, da, 
do, | .24 
partikuläre Lôsung C, — a, a, — aï; geht man so weiter. 
so gelangt man gerade zu den n—1 GrôüBen ©; (V) 
(7 a us 0): 

Nunmehr empfiehlt es sich**), die Seminvarianten” 
C; (V) in die zweite Re der 


oder auch a,da, — 2a;da = 0 die weitere 


eine ne ® von f 4 $ 11, (ITb) genügt: 
Ô 0®D 
(IX) PB=na Se Lane 2 + (n — 0e Creer 


2 

statt der a als Re ne einzuführen. 
Bezeichnet man die rechte Seite der Identität (VII), 
als Funktion der C,, C, ..., C,, vorübergehend mit 


Fi Vi: z. B. Lie-Scheffers, Berührungstransformationen, 
Leipzig 1806, Abschnitt III. 

“di Diesen Weg hat zuerst F. Junker eingeschlagen: Math. 
Annalen 64 (1907), $. 328. 
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P(Co, Co... Cr), 80 ergibt sich, da & (k—2,3, c.) n) 
in der Reïhe der C,, C,, ..., ©, zum ersten Male in Cz 
auftritt: 


op 0Y doC CHAT 
TOI C6 as MAC de, 
CE Re 

0 C4 © Cyss 

Oase. «0 
gemäB (IV), die a), &, A3, --., 4 ZU ersetzen durch 
ENS Le 
0 ? Cu Ci 6 C1? 
setzen ist. Aus den C; (V) ergibt sich für a, — 0: 


(1) 


Hierbei sind nach Ausführung der 


während a, gleich Null zu 


903 = QUE __3g LA ee 
A = 0a, 2 Ca A) 
Fe ôc 
— = —n0,_; 
a; 
, 00, 0 C3 , OU ESS 
(13) AR UE PR A Ce 
(14) MAPS ET Pau =0 (k—=2,3,...,n) 


Auf Grund von (11) geht (IX), da wegen a, — 0 der 
erste Term rechts in Fortfall kommt, zunächst über in: 
V, D —— (n — LT ENTER El 0 Cx 


SE à 
UE 


CT 0Y 00 

Abo ENTIER ET M 

+ (n 74 260. TS 6 Je 

Setzt man hier die Ergebnisse (11), (12), (13), (14) ein, 
unterdrückt den gemeinsamen Nenner C, und schreibt 
hinterher wieder ® statt Ÿ, so kommt: 


DD op 0® 
der} | P …. \ 
9 D = (n IAE RATE 00, : 4C; O0, RARE ET 
00 te °® 
Lo error cr em res Ue 


(X) 
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à Œ 
oder, nach den ss : ie , -.. geordnetf: 
DONNE * 
og. k o® 
FF D— (n —.2)C ETA Î {(n 3) C, 3 (n 1) C5} oo 
| 0® 
+ An — 4)0, — 4(n —1)0 CG} + .… 
\ F* 4 OC, 
| o® op 
+ {1:01 — (n—1} 0, C,_») Ac D AU ANOUES ES = Ü. 


Diese Gleichung versagt nur in dem Falle n — 2, der 
aber leicht direkt zu behandeln ist; denn C, — à 4 — ai 
ist selbst eine Invariante . Urform f, = ap x? + 24, 
+ &%%>, und zwar nach $ 10 die einzige, indem jede 
andere nur eine Funktion von ©, sein kann. 

Eine Invariante ® von f genügte auBer den Be- 
dingungen , ®—0, V, D—0 nach $ 12 (TITI) noch den beiden 
Gewichtsdifferentialgleichungen M, —0, M, —0 und war 
umgekehrt durch diese vier Bedingungen (von denen irgend- 
eine der beïden letzteren nach $ 14, Satz VIT, eine Folge der 
drei übrigen ist) charakterisiert. Man kann nun auch in 
M =—0, M, —0 die GrôüBen C; als unabhängige Variable 
einführen. 

Beschränkt man sich aber auf solche Invarianten ®, 
die in den a ganzrational sind: 


(16) = DTA 
wo die À numerische Faktoren sind, so empfiehlt es sich, 
die mit M —0, M, —0 gleichwertigen Gewichtsrelationen 


(4) des $ 12 heranzuziehen, wonach ® in den a homogen 
von einer Dimension o und damit auch isobar von einem 


DOTE OT 


OL Ep 0 1 CN] 


Gewichte © — Te ist: 

(17 à) EAraEt cn - Ir En — 0 
(17b) Ep+ 28 +3 +... +LnEe =, 
(18) 200. 


Fübrt man jetzt in (16) die ( (V) direkt ein, so hat 
man nur die Terme zu berücksichtigen, die a, nicht ent- 
halten : 
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Ce E9 B) Eg > En 
ea (ER 


Ca Os... Can 


Cet2s+3eat. .+(n-1)£»— 60 ? 
0 


(19) 
ni 


wo À zur Abkürzung steht und auch in den Bedingungen 
(17) & — 0 zu setzen ist, so daB diese übergehen in: 


(17a°) Ep FE + +... Fe —=0, 
(LD Dex + 3e +... NE =. 


Damit wird der Exponent von C, in den Nennern der 
rechten Seite von ® (19): 


& + 26 + 9 & + à + (n —1)e: — & 
=(2ati4g +... .Enea)= (eo Far. Fe) dv, 
so daB sich die Darstellung (19) von ® vereinfacht zu: 
(XI) DORE A CAC PRICE 


Hier sind rechterhand, da &, explizite nicht mehr 
auftritt, die &, &, -.., & nur noch an die Gewichts- 
relation (17b’) gebunden, und zwischen ep und « besteht 
die Relation (18). Umgekehrt fübrt irgendeine solche 
Darstellung (XI), wenn man die C,, , ..., C, wieder 
in den a ausdrückt, zu einer bestimmten Darstellung (19) 
zurück. Soll dann ein Ausdruck ® von der Struktur (XI) 
eine Invariante von f werden, so ist dazu, da vermôge 
Hinfübhrung der C statt der a die Bedingung P,D — 0 
identisch erfüllt, also überflüssig wird, lediglich notwendig 
und hinreichend das Bestehen der Differentialgleichung (X) 
für D, oder auch, was auf dasselbe hinauskommt, für die 
rechte Seite von (XI). Aus diesem Grunde nennt Junker 
die Gleichung (X) schlechthin die ,,Differentialgleichung. 
der Invarianten‘ (se. einer binären Urform f,). Setzt 


2 © 
man in @—o für op seinen Wert -—— aus (18) ein, so 
œ(n — 2) . 
7e ; 


wird & — DE 
Ergebnis: 
Satz VI. ,Jede in den fundamentalen Sem- 
invarianten ©, C3,..., 0, einer Urform f, ganzratio- 
nale Funktion (XI) d'A‘ Car On, dietin dent 


Man hat also 5. grundlegende 
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isobar vom Gewichte w = 2e + 3e +... +4mne, ist 


und der Differentialgleichung (X) der Invarianten 
© (n — 2) 
genügt, liefert, mit dem Nenner C, *  versehen, 
eine Invariante ® von f, in den a vom Gewichte 
‘) . 
und von der Dimension 0 — .. und umgekehrt. 
Dabei muB 2« eine durch n teilbare natürliche 
Zahl sein.‘ 

Nach der Theorie der par tielle ‘n Differentialgleichungen 
besitzt die in den Variabeln €,, C;, ..., C, homogene 
lineare Gleichung (X), von «er willkärlichen Konstanten 
abgesehen, n — 2 unabhängige Lôsungen J,, J,, ..., Jy. 
Das bedeutet jetzt den 

Satz VII. ,,Eine beliebige binäre Urform /, be- 
sitzt n — 2 unabhängige Invarianten J,,J,,...,J,." 

Auch hier bildet der Fall n — 2 eine Ausnahme, da 
eine /, die eine Invariante J, — a & — a; besitzt. 

Über eine spezifische Schwierigkeit, die sich der 
richtigen Auffassung der GrôBe C, entgegenstellt, ver- 
gleiche die allgemeinere Erscheinung in $ 17. 

Die obigen Sätze môgen an den Beispielen der f, und /, 
illustriert werden. Für n — 3 wird die Gleichung PV, D — 


Cp op 
560 
Man bestimme also das Integral der gewôhnlichen Diffe- 
rentialgleichung 


dC; dC; Re ; 

C, D 60: d. 15 EAU dE 
und erhält als die einzige unabhängige Invariante ®, von f, : 
(21) "D ACTE C 


vom Grade o — 3 und Gewichte « — 6. Das ist die Dis- 
kriminante R von f; (S. 176). : 
Für n = 4 lautet die Gleichung V,® — 0: 


0 D : 0D 0 D 
— 112 
“1 ve os ATOS a0s 00} 


210 = 0, 
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ra 


Die beiden unabhängigen Invarianten ®,, ®, von f, sind 
dieIntegraleder beiden gewühnlichen Differentialgleichungen : 


d Co dc; dCy 
DONC, En CEE OC, 
Hier liefert die Gleichung 
Re — Te G, ? dit A0, GC AD 
das Integral: 
(22) B, = 0, +3 0 


vom Grade o —2 und Gewichte « — 4. Das ist die 
Invariante à von /, (S. 178). Man integriere sodann die 
Gleichung LÉ ü ee . Nach Einsetzung des Wertes 
a / =D Ga , 
von ©, aus (22), wobei ®, als Konstante anzusehen ist, 
ergibt die Gleichung: 
(PB, —12 05) 40, — 20,40; = 0 
das weitere Integral: 
(23) P, — D,0, — 4 Ci — Ci = CO, -— Où — CE 
vom Grade op — 6 und Gewichte «w — 6. Das ist die 
Invariante j von , (S. 178). 

Das obige Verfahren, um eine Invariante und deren 
Differentialgleichungen in den Seminvarianten C dar- 
zustellen, überträgt sich mit einigen Modifikationen auf 
eine Kovariante Ka, , 4, ..., @n3 @, %) VON f. 

Die Schiebung (2) lautet, nach Einsetzung des Wertes 


RE Te (IT): 


0 


(27) D = Ë ——À& ; Ta — Ë . 


Vermôge (2”) geht die Kovariante À von f in eine 
Kovariante der transformierten Form œ(£,, &) über. Man 
hat also wiederum a, = ©, a —=0, a (i—=2,..., n) 
= (;05""? zu setzen und zugleich (wegen di = 0) a. = &,, 
Lo = &. Damit wird: 


HAN ae. » An Li» Lo) 
(XII) A CE. 
= (OS , 0 , C , , C1 ; S1: &) 
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Hier spielt ©; wieder nur die Rolle einer die C,, C;, 
..., ©, homogen machenden Variabeln, die man bequemer 
gleich 1 nimmt. 

So z. B. hat (S. 175) eine /, die quadratische Ko- 
variante : 


(24) À = (ay as — af) di + (ao ds — di do) di de + (a as — a) «2 . 
GemäB (XII) entsteht: 

(24°) A=CË+CER—- GE, 

während die Urform f selbst übergeht in 


E3 E E* 
É+3Chb+CE. 


Nun hatte nach $ 13 (14) eine Kovariante Æ(«, a;, 
...) An5 Ti, P) VOn f, mit einem Gewichte w, den vier 
charakteristischen Differentialgleichungen zu genügen: 


Ô (] Ô 
M By —— = NA — Lin —1)a -—— 
: » 0æ, ’0& 19: da, 
+ D DK 0, 
(XIII à) À : Pa 
M Ü (e) de (e) 
Lo — = = 2 ds -—— 
À 2? x, 1 04 * 04 
o) 
+... —@-——=oX —=0; 
() (a Ô 
V — = 2 4 
es. QE : +24 ôa, 
ê 
+ + — Le cp 0; 
1 
(XIITb) ) L 
€ 
PV, —m—=na-— +(n-1l)eæ -— 
cs OA 04% a; 
cl 
+ NEO on ar — 0 ; 


wo V,, V, mit den unter (I), (IX) aufgeführten Prozessen 
äbereinstimmen. Die beiden Gleichungen (XIITa) werden 
nach Eïinführung der €;, £, n zu den folgenden von 


analoger Struktur: 
L 
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OK 0K 
7 n — 2) C => 
n Co °C ER ) 2 00, 
DR GE HAE 
+ Ce on AC DER — vK — 0 ’ 
(XIII a’) tés : 
: Re re 
ne 00e 5 0C4 
0 K 0K 
és rr ss Dh 
‘e * de. 00, F CË ; 


wo, im Vergleich mit (XIIIa), nur je das mit dem 
Faktor a, behaftete Glied herausgefallen ist, wäbhrend im 
übrigen einfach die Buchstaben @&, @, -.., An; Ti D 
resp. mit ©, OO, ..., Oh; €, & vertauscht sind: 

Von den beiden Gleichungen (XIIIb) wird die erstere . 
wieder identisch erfüllt und damit überflüssige. 

Bei der zweiten Gleichung (XIIID) ist die Trans- 


. © 
formation (X) des Ausdruckes V,, nebst dem von x, saù 
2 


zu der Abhängigkeit (2) zwischen æ,, &, &, &: & in 


Beziehung zu setzen. ô 2 
Zunächst wird (für a —0) direkt @, — — &, —. 
0L 0ë 
A] 
Bei À, ist zu beachten, daB bei der Bildung von 2 im 


s 4 
zweiten Gliede zu den früher, in (X), erhaltenen Gliedern 


wegen (2) noch das folgende (für a —0, ay = C, = 1) 
hinzuzutreten hat: 


das dann noch mit (n—1)a, —(n—1)C, zu multiplizieren 
ist. Damit geht als transformierte Gleichung (XIII) 
hervor: 
/ PO PARA SN 

(XIITb") (n — 1) à teen als 

wo für V,K der Ausdruck (X) (mit ®— K) zu sub- 
Stituieren ist. Sieht man die durch (XIIIa) gemäB 
$ 13 (14) ausgedrückten Gewichtseigenschaften für Æ be- 


reits als erfüllé an, so ist (XIITb”) als einzige wesentliche 
” 
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Bedingung für eine Kovariante Æ von f zu betrachten; 
_ Junker I. c. bezeichnet sie daher als die ,,Differential- 
gleichung der Kovarianten‘ von f. 

Diese ist eine homogene lineare partielle Differential- 
gleichung in den n +1 unabhängigen Variabeln &, 7, 
Co, O3, ..., Cn, besitzt also nach dem schon oben be- 
pützten Hilfssatze n unabhängige Partikularlôsungen, die 
durch Integration des Systems linearer totaler Differential- 
gleichungen: 


de dé ___ 40 
5 — (n —1) 0 Ë& -- 
(XIV) $1 (n ) Co & (n — 2) 0; 
” 10, ac, 
L_ (n—3)0,—(GBn—1)02 ‘‘ n(n—1)%40,-: 


zu ermitteln sind. Somit gilt: 

Satz VIII ,,Eine beliebige binäre Urform f, 
besitzt n unabhängige Kovarianten, die durch n 
unabhängige Partikularlôsungen des mit der Diffe- 
rentialgleichung (XIIIb’) der Kovarianten gleich- 
wertigen Systems (XIV) repräsentiert werden.‘ 

Die Invarianten ordnen sich als spezielle, von %,, æ 
resp. &,, & freie Kovarianten ein. 

Andererseits besaB zufolge der Sätze II und III eine f, 
auch, mit Einschluf von C, —a,, n unabhängige Sem- 
invarianten. Zwischen irgend n + 1 beliebig ausgewählten 
Kovarianten Æ besteht daher eine Syzygie und ebenso 
zwischen irgend n +1 Seminvarianten ®. 

Dies steht durchaus im Einklang mit $ 14, Satz Il”, 
wonach eine Kovariante À von f durch ihr Leitglied, eine 
Seminvariante D, eindeutig charakterisiert ist, wo um- 
gekehrt ® im übrigen ganz beliebig sein kann, so daB 
eine Syzygie zwischen n +1 Kovarianten Æ dieselbe ist, 
wie zwischen ihren Leitgliedern ® und umgekehrt. 

Nach Einführung der neuen Argumente C läBt sich 
eine solche Syzygie durch Eliminationsprozesse. gewinnen. 

Hat man nach Vorschrift von (VII) n +1 vorgelegte 


Seminvarianten ®,, ®,, ..., ®,,:1, die Leitglieder von 
ebenso vielen Kovarianten Æ,, K,, ..., K,,,, durch die 
Ci; Co, .-., C, ausgedrückt, wobei C, jeweils nur in 


einer gewissen Potenz im Nenner auftritt, so liefert die 


Meyer, Allgemeine Formen- und Invariantentheorie I. 18 
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Elimination der Of, 0-7. 0. die gesuchte Syzygie 
zwischen den ®,, ®,,..., ®,,, und damit zwischen den 
K;, K; , RE Ky41. 


Als Beispiele môgen die beiden klassischen Syzygien 
Cayleys*) dienen, die zwischen den einfachsten In- und 
Kovarianten einer f, resp. /, bestehen. 

Bei einer f, (S. 175, 176) sind die Seminvarianten 
Ci, Co, C3 die Leitglieder von f selbst, der quadratischen 
Kovariante À und der kubischen Q. 

Die einzige Invariante R, die Diskriminante von f 
(und zugleich von 1), war gemäB (21) in Funktion der C 
dargestellt vermôüge: 


(25) CR—C+10. 


Ersetzt man hier die Seminvarianten C,, C,, ©; durch 
ihre bezüglichen Kovarianten f, À, Q,; so entsteht die 
Syzygie (S. 176): 

(25°) 4AS = /f2R — 0°. 


Die vier Formen f, Q, À, R.heïfen vier ,,irredu- 
zible Grundformen‘“ der f,, da sie nicht weiter durch 
Kovarianten (Invarianten) von niedrigerer Ordnung und 
niedrigerem Grade ausdrückbar sind, wie hier nicht be- 
wiesen werden soll. 

Bei einer /, sind (S. 178) die Seminvarianten C,;, C, Ca 
die Leitglieder von f selbst, der biquadratischen (,,Hesse- 
schen‘‘) Kovariante H, sowie der Kovariante 6.Ordnung 6, 
der Funktionaldeterminante von f und H. AuBerdem 
existiert noch eine weitere, von C,, C,, ©; unabhängige 
Seminvariante C,. Zwischen den beiden Invarianten à, 7 
und den © bestanden nach (22), (23) die Relationen: 


(26) Ci=0, +30, 1-00 200" 

Hieraus ergibt sich für C,C, die doppelte Darstellung : 
Ci — 30 =j0+ + 0, 

so daB zwischen OC, ©, ©, i, j die Syzygie herrscht: 

(27) — 10, C6 + j0$ + 4 0 + C3 = 0. 


. * VglA.Cayley in seinem V.Memoir upon Quantics, London 
Phil. Trans. 148 (1858), p. 429, abgedruckt in den Collected Math. 
Papers, Band II, $. 527. 
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Substituiert man hier statt der C,, C,, C, die zugehô- 
rigen Kovarianten /, H, 0, so resultiert die Cayleysche 
Syzygie: 

(27°) —@—=)jfS+AH3—-iHf?. 

Die Formen f, H, 0, à, j repräsentieren wiederum fünf 
irreduzible Grundformen der f,. 

Die Syzygien (25”), (27°) lassen sich zu einer ,,in- 
variantentheoretischen‘ Auflôsung der kubischen resp. bi- 
quadratischen Gleichung f, — 0 resp. f, — 0 verwenden*). 

Aufgabe 1. Es ist zu zeigen, daB man ein voll- 
ständiges System unabhängiger Lüsungen der linearen 
partiellen Differentialgleichung (II) Ah — —1 erhält, in- 
dem man die Partikularlôsung (III) vermôüge willkürlicher 
Konstanten mit den GrôBen C; (V) additiv zusammen- 
setzt. 

Aufgabe 2. Die Entwicklungen des Textes sind für 
eine f,, f, und /; im einzelnen durchzuführen. Im Falle 
der /, ist C, durch die GrôüBen C,, C;, à, j, «à rational 
darzustellen. 

Aufgabe 3. Es ist folgender Satz von Hermito 
(s. das Zitat auf $S. 264) zu beweisen. Führt man in eine 
Form f,(x,, «,) neue Variable &, & ein vermôüge der 
Kovarianten & = y;/f(x) + y: fox), & = 12 — Yi, WO 

1e 
gredient sind, so geht die mit f"-1(x) multiplizierte Form 
f(y) über in 
p(&, &) = E + Pin E + Pins EE +... +88, 
wo die Ÿ, die Schwesterformen sind. 

Aufgabe 4 Zwischen je drei binären Formen der 
Wrdnunsensl 1/4 1,1,2; 1,2,12;.2, 2,02 besteht 
eine Syzygie (vgl. die Aufgabe 2 zu $ 3). Diese Syzygien 
sind aufzustellen und mit den jeweiligen der Leitglieder 
zu vergleichen. 

Aufgabe5. Es ist zu beweisen, daB jede Seminvariante 
einer Form f eine simultane Invariante der einseitigen Ab- 
leitungen jf; von f ist (vgl. $ 13, Satz IIT’). Das Ent- 
sprechende gilt für ein System von Urformen. 


(é —1, 2) und die y,, y; mit den «,, æ, ko- 


*)_S, das Zitat auf $. 274. 
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$ 17. Fortsetzung. 
Seminvarianten bei unabhängigen Substitutionen. 


Wie in $ 15 liege eine Urform f in mebhreren, nicht- 
homogenen Variabeln æ, y, 2, ... vor, die unabhängigen 
(inkongruenten) Substitutionen unterworfen werden: 


RP LATE) 


(1) _… 7 S n À a typ-E 4-1 
—= Le MPa... dixr...X  Y ..) 
t=0 k=07=0 
wo wieder n;, Pr, QU, ... resp. den ten, kten, lten, ... 
Binomialkoeffizienten von n, p, q, ... bezeichnen. Dann 
genügte eine Invariante J von f gegenüber unabhängigen 
Substitutionen der x; y; 2; ... in bezug auf jede dieser 


« Variabeln vier linearen partiellen Differentialgleichungen, 
z. B. für æ den folgenden: 


ms CJ 
(Ta) = DD D. tai. — 0; 
AL 


k=0 {=0 Cdi. 


q 
(b) LR NEUTEnN Er 0; 


10 € | QI 
(ILa) M, = on -rrone nt NE 


P q à 
(Ib) M, => Tire ie — ©ydJ =0. 
m1 ble 


Umgekehrt charakterisieren diese u Gleichungssysteme 
(1), (II) eine Invariante J von f, so daB, wenn J, der in 
den transformierten Koeffizienten gebildete Ausdruck von 
J ist und 4,, À,, À,, ... die zu den verschiedenen Sub- 
stitutionen der æ; y; 2; ... gehôürigen Determinanten, 
die Identität besteht: 


(III) dd le RTE 
Dabei ist J in den « homogen von einer Dimension 


(Grad) d, wo d mit den Gewichten w,, &,, w,, ... durch 
die Relationen verbunden ist: 


(2) 2w,—dn, 2w,—=d4p, 2w,—dq, 


. 


*) Vgl. A. Cayley, Le.; E. Study, American Journ. f. Math. 
17 (1895), p. 185; Vorlesungen über Geometrie von A. Clebsch 
und F. Lindemann. I, 1; Leipzig 1875, S. 223, 232; zweite Auf- 
lage 1908, S. 432, 452. 
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und zugleich in. den «& isobar von den bezüglichen ,,Teil- 
Semichien @;, 0, es. 

Wir beschränken uns im folgenden auf Invarianten J, 
die in den a ganzrational sind. Unter einer ,,Seminvariante 
® von f verstehe man eine ganzrationale Funktion der 4, 
homogen von einer Dimension d und isobar von den be- 
- züglichen Teilgewichten w,, æ,, w,, ..., die den Diffe- 
rentialgleichungen (La) V,=0, V,—=0, V,—0,... genügt. 

Es sollen die einfachsten Seminvarianten C von f 
aufgestellt werden, durch die sich alle übrigen rational 
darstellen lassen. Aus der linken Seite der Gleichung (Ta) 
entnehme man die Wirkung der Prozesse V,, V,, ... auf 
irgendeinen Koeffizienten 4;;,.. von f : 


(V) Pom... = ta im, Vydiu.. = Kdi,x-1,1..5 USW. 
Die Urform (1) f werde jetzt lauter unabhängigen 

Schiebungen der æ; y; 2; ... unterworfen: 

(3) z—=E+Rh, TE ar 2=ê+l, GRADE) 


so lehrt die Taylorsche Entwicklung von f(E+h,n+k, 
ÉCEuUS,..), da: 


| ICRA ET) Ep; Es 


(V) COMTE Nr; 
En —1 —$ —t 
|=2Z 22e. mpig... a. à Mel .. 
r=08=0 1=0 


wo die neuen Koeffizienten x bezüglich der À, k, l, .. 
von analoger Struktur sind, wie f selbst hinsichtlich 
DÉTEPUS Je: e 


r 8 t 
De É Lare 
| Kratos > 22 AE PS CAO Een ek$ EN; Faso 


ECS otm+p+qa+...)-(r+s+t+... 
 nmipla!  ôhrok ont. 
Nach dem Muster des in $ 16 für eine Urform f(x) 
eingeschlagenen Verfahrens frage man wiederum, ob sich 
nicht die Schiebungsparameter h, k, l, ... in (3) so 
wählen lassen, daB sämtliche neuen Koeffizienten «,,:.. 
den Bedingungen genügen: 
(VII) Fe rats — () , Fe, CTI 0 ; usw. 


) 
EDEN AURA Ne 
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Man bediene sich für das Folgende der Abkürzungen: 


4 000 … — A ; Bono Us nd gio00 ie CU CT D 


0000. = Xo = Gi Â1000... — 1» 01000... — 15 00100... = V15 - 
so hat man für die «,, B,,-7:, ... die Ausdrücke: 
(6) m=twh+au, = dk+b, = %&l+G; 

GemäB (IV) gilt im besondern: 


Rene Fra = 0, Fay =10);, ns 
(GR a FD == on | 
NE PRE TE rot. 0e 


Danach genügt à, —«@ allen Gleichungen V,—=0, 
V,=0,V,=0,... und ist eine Seminvariante von f. 
Für &,, G,, 1, -.. erhält man zunächst, wegen (6): 

Fu Varta) =a Rh EP aa Ve RCEn, 

Cu Din Pr ere ape b, Tu re 
om | , V doV,k 
Pr Gre LA Bi Tue k, 
V, TANT A Vel Path) nr. k, 
Hieraus folgt unmittelbar: 


Satz I. nee System ae Bedingungen V,ax, =0, 
V,a;, =0, she es VB = 0, V,B1=9, on Vi =0, 


Vin =0, ...; ... ist gleichwertig mit dem andern: 
Cu Pr=V,k=Vi=...= 1, 
V,h=V,h=...=v,r=V,kI=...=V,i= V,i=...=0.4 


Man sehe nunmebr alle diese Bedingungen (VIII) als 
erfüllt an und frage, ob damit nicht von selbst auch alle 
übrigen Koeffizienten «,,,.. den Bedingungen (VII) ge- 
nügen. Man bilde gemäB (VI), etwa für den ersten ProzeB 
V, (Ta), indem man kürzer die vielfachen Summenzeichen 
durch einfache ersetzt: 


(8) F2 Xyst…. = Fe Dr Sox C"On 0 Ao ot. RO RTE se. à 
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Übt man rechts den Prozel V, auf irgendein einzelnes 
Glied aus und beachtet (IV) sowie die mit Rücksicht 


auf (VIII) geltenden Hilfsformeln: 
(9) L UE D AS ET 
FPS D ner 


so erhält man: 
Talend hie No lee) 
(10) — —p,(r — 0) ot, .. . door. M C+ÜRE-cT-T Ce) 
DT de Uostoss Dre ere, (b) 


wo die beiden Glieder rechter Hand kurz unter (a), (b) 
angeführt seien. Man kann zeigen, daB sich jedes dieser 
beiden Glieder gegen ein anderes, in (8) auftretendes, ent- 
gegengesetzt gleiches, zerstürt. i 

Was das Glied (a) in (10) angeht, so findet sich in (8) 
ein weiteres Glied (b’) mit dem Faktor a,,,.., von der 
Struktur (b), das vermôge V, aus dem Gliede in &,5,...: 


Poor less doi tucs ah PRE Po, 


hervorgeht, nämlich: 

GO RESTE TT ee An EEE LES 
Die Vereinigung der beiden Terme (10a) und (11b/) 

liefert, abgesehen von dem gemeinsamen Faktor s,t,... 


door..W-@+Uks-0]-T..., das Aggregat der beiden nume- 
rischen Faktoren: ; 


1e F 
(@+ Lren — à _. 
HP PSN mL RAS 


Andererseits existiert ein weiteres Glied (a’) in (8) 
mit dem Faktor 4,_1,,,..., von derselben Struktur wie (a) 
in (10), das vermüge l, aus dem Gliede in &,5...: 


Poil 86 ee di nt ks-ci-7 RIM 
entspringt, nämlich: 


MR oi) Aa. he cur.,. 
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Die Vereinigung der beiden Terme (10)b) und (11) a’) 
liefert wiederum, abgesehen von dem gemeinsamen Faktor 
di ou ie. Mob te TU verschwindende Ag- 
gregat: 

= A on à D A mn 2 ie 
Rest eme nt 


Ge Ed a 
PS NET) (== 0 RD) —107 


Somit erfüllt in der Tat, auf Grund der Bedingungen 
(VIII), jeder der in (V)œ({é, n, £,...)aufdieæo, &i, Bas Vas vec 
folgenden Koeïfizienten «x,,,.. die Bedingung W, — 0, und 
ebenso die weiteren Bedingungen V,—0,V,—0,... Es 
gilt daher: 

Satz II. ,,Hat man die Schiebungsparameter 
h,k,1,... in (2) gemäB (VIII so gewählt, daB die 
Bedingungen V,ax=0, V,B=0, ..., V,B=0, 
V,B—=0,... erfüllt sind, so genügen damit sämt- 
liche Koeffizienten «,,,.. der vermôge (2) trans- 
formierten Urform o(é;7; é; DRE 00 den Gileichungen 
FE Xrst.… = 0, LE qe = 0, De 

Für das Folgende bedarf man nur einer partikulären 
Lôsung der partiellen Differentialgleichungen (VIII) für 
die h,k,1,..., nämlich: 


(CR ei er 
4 do do 
Man erkennt das einmal direkt daran, da die rechten 
Seiten der h, k,1,... wegen (6) die Bedingungen (VIII) 
erfüllen, oder auch daraus, daB die Werte (IX) der Schie- 
bungsparameter h,k,1,... in (2) gerade die sind, die 


das Verschwinden der neuen Koeffizienten à, Bi, ÿ1, -.- 
bewirken, und damit eo ipso das Bestehen der Bedingungen 
Vi, =0, Via =0, V,o = 0 usw. 

Vermôge der besonderen Werte der k, k, 1, ... in (IX) 
gehen die Ausdrücke «,,,.. in (VI), Ha man deren 
Dimensionwr ste -Hineéden th 0h mien 
bezeichnet, und die (se. mit den 0, 6, tT, ... variierende) 
Summe po +o—+Tt+... mit Ô: 


(2) ms ed oh or — 
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über in: 
a -e bs-° ct=T 
(13) Dear Di l} or 6et. se. oct. - L 5 
: UT 
Für e—0,0—0,1t—0,... resultiert das Anfangs- 
: CRE RE 
UE Multipliziert man daher die rechte Seite 
ao 
von (13) mit af !, so erhält man eine ganzrationale Form 
der & , Gi: Dis Gi +: -; Goor… » Aie mit C,4:. bezeichnet sei: 
1 1 
(x) É —= 4j Xyst….. 
D LS tu, casa D mreen 


Hier ist C,,,... homogen in den a von der Dimension d, 
bezüglich der einzelnen Variabeln (Indizes) isobar von den 
Teilgewichten r, s,t,..., also in bezug auf alle Indizes 
isobar vom Gesamtgewicht d. 

Da überdies zugleich mit «,,,. auch C,,,. den Be- 
dingungen V,=0, V,=0, V,=0,... genügt,.so sind 
die C,sr...(d = 2), zusammen mit ©, = a, selbst, sämtlich 
Seminvarianten von f. 

Diese GrôBen © sind aber auch unabhängig vonein- 
ander: denn ordnet man sie nach steigender Dimension 
d—0,2,3,..., so treten stets neue Koeffizienten a,,, 
auf, die für die © gleicher Dimension jeweils verschieden 
sind. Andererseits beträgt die Anzahl der C, da die 
Os Pis Vis --- M(Ë; n; C;...) herausgefallen sind, eben- 
soviel als die Anzahl (n + 1) (p + 1) (q + 1) ... der Koef- 
fizienten a von f, vermindert um die Anzahi der durch 
(VIII) festgelegten Schiebungsparameter, d. i. die Anzahl 
u der Variabeln von f. Demnach beträgt die Anzahl 
der C (inkl. C,;): 

(14) (a +1) @+1)@ +1)... —4. 

DaB die Anzahl unabhängiger Seminvarianten von f 
auch nicht grôüBer sein kann, als in (14) angegeben, folgt 
daraus, daB. man eine beliebige Seminvariante ® von f 
durch die C ausdrücken kann. 

In der Tat ergibt sich auf Grund der Entstehung 
der C, die der speziellen Wahl der k, k, 1, ... in (IX) 
entsprang, und wegen des Zusammenhanges (X) zwischen 
den C und « die gewünschte Darstellung. Sei 


D der met ie chi) 
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die vorgelegte Seminvariante, so hat man nur die a, b,,c,,... 
real... 
or 
nehmen, wo (,—«&, da gemäB der obigen Definition einer 
Seminvariante für beliebige Schiebungen der x; y; 2; ...: 


gleich Null zu setzen, und jedes 4,51... gleich zu 


(15) P\o stay DA EE ES 
—= Dao, His Bis Vis +++ 3 rat...» ee) « 
Somit wird im vorliegenden Falle: 
DA ND AG, AR RIE EE) 
(XI) Cros. 


= DU 0 UE. #% 


Pre 

Sodann war nach $ 10 (XVII) jede Seminvariante ®, also 
insbesondere jedes der C, das Leitglied einer vüllig be- 
stimmten Kovariante Æ von f, und jede Syzygie zwischen 
Kovarianten Æ bestand zugleich zwischen deren Leit- 
gliedern ® und umgekehrt. Es sind daher die C,,:.. 
(inkl. ©, — a,) die Leitglieder von ebensoviel unabhängigen 
Kovarianten W.,,.., die wiederum, wie bei Formen / einer 
Variabeln æ, die ,,assoziierten‘* oder ,,Schwester- 
formen* von heiBen mügen, und die Anzahl unabhängiger 
Kovarianten Æ von f wird ebenfalls durch (14) angegeben. 

Irgendeine Kovariante K von / mit dem Leitgliede ® 
stellt sich somit, bis auf eine natürliche Potenz von f 
selbst im Nenner, ganzrational in den Ÿ dar: man hat 
nur auf der rechten Seite von (XI) ©, durch f, und jedes 
O,se... durch W,,,.. zu ersetzen. Die C heiBen wiederum 
die ,,fundamentalen‘ Seminvarianten von f. Damit 
ist der grundlegende Satz bewiesen: 

Satz III. ,,Eine allgemeine binäre Urform 
D nu iv et von don OT D 0 
in # nichthomogenen Variabeln æ, y, 2, ... be% 
sitzt genau (n + 1) (p + 1) (g + 1)... —uunabhängige 
Seminvarianten. Als solche kann man die funda- 
mentalen Seminvarianten C,,.. (X), inkl. C, =, 
wählen, durch die sich, vermôge (XI), eine beliebige 
Seminvariante (oder im besonderen auch Inva- 
riante) ®, bis auf eine natürliche Potenz von C,=a, 
im Nenner, ganzrational darstellen lassen. 
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Die GrüBen C stimmen, jeweils bis auf eine ge- 
wisse Potenz von (, = a,, überein mit den Koef- 
fizienten «,4. der vermôüge der Schiebungen (2) 
(IX) transformierten Urform (£; mn; Ë;...), in der 
die Koeffizienten «,, Bi, y:, -.. der Glieder zweit- 
hôüchster Dimension verschwinden. 

Die C sind die Leitglieder von ebensoviel un- 
abhängigen Kovarianten von f, den assoziierten 
Formen oder Schwesterformen Ÿ. durch die sich, 
wiederum auf Grund von (XI), bis auf eine Potenz 
von f selbst als Nenner, jede weitere Kovariante 
oder Invariante ganzrational ausdrücken läBt. 

Die Anzahl unabhängiger Kovarianten von f, 
dieselbe wie die unabhängiger Seminvarianten oder 


auch der C, wird durch (n + 1) (p + 1) (q + 1)... —w 
geliefert.‘* 

Aus dem Auftreten der negativen Vorzeichen der 
Schiebungsparameter h, k, 1, ... in (XI) einerseits, sowie 


aus dem der Binomialkoeffizienten in der Urform f (1) 
resp. ihrer vermôge (2) transformierten Gestalt q@ (V) läBt 
sich noch eine bemerkenswerte Folgerung ziehen. Greift 
man aus (V) irgendein festes, den Parameter h nicht ent- 
haltendes Potenzprodukt k°-°1{-T... heraus, so ist das- 
selbe multipliziert mit einer binären Form r-ter Ordnung 
in hk, deren numerische Faktoren die zu 7 gehôrigen 
Pinomialkoeffizientenr = 1, ri, 7%, -2.,4#,—= 1 sind. 


Wird hier gemäB (IX) À durch x ersetzt und mit 


(0 
a, heraufmultipliziert, so entsteht eine binäre Form r-ter 
Ordnung in den homogenen GrôBen a,, a, mit den näm- 
lichen numerischen Faktoren 1, r,, r, -.., r,, 1, aber 
alternierenden Vorzeichen. Nun ist aber: 
(16) .1—r +r—r+...+(—-1ÿ =(i—-1) =0. 

Das gleiche wiederholt sich für alle weiteren Potenz- 
produkte von der Struktur k‘-°1{-7...: stets verschwindet 
die algebraische Summe der numerischen Faktoren in dem 
als Koeffizient des Potenzproduktes fungierenden Poly- 
nome. Daraus folgt, daB, wenn man in irgendeinem der 
Ausdrücke C,,,.. (X) alle Argumente a;, @&, bi, &, ...; 
d,s6.., --. gleich der Einheit nimmt, die algebraische 
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Summe der so hervorgehenden Glieder gemäB (16) ver- 
schwinden muB, und das nämliche gilt für jede natürliche 
POtenzA VON, 

Nun-war gemäB (XI), wo eine Potenz von C; nicht 
isoliert auftreten kann, eine beliebige Seminvariante oder 
Invariante von f, bis auf eine Potenz von ©; als Nenner, 
ganzrational in den C5, C,5... Es folgt demnach: 

Satz IV. ,,Die algebraische Summe der nume- 
rischen Koeffizienten einer Seminvariante (In- 
variante) der Urform f verschwindet.‘ 

Nunmebhr sollen die fundamentalen Seminvarianten © 
(X) inkl. OC; statt der ursprünglichen Koeffizienten 4; , &, 
be MS UOLEr VoNR TAN Elie NDItFereR LA 
gleichungen (1), Gi für eine Invariante J von f als un- 
abhängige Variable eingeführt werden. Die Gleichungen 
V,=0,,=0,V,—=0,... werden dabei identisch er- 
füllt, da ihnen die C genügen und somit überflüssig. 

GemäB (X) und (13) war (für d=r+s+i+..., 
d—=p+o+T+...): 


Os 0 rs 
(x) sd 7 ve F3 hs 
= ©'(—1) RE CL a PA 
Die C werden in J an Stelle der a dadurch eingeführt, 
da$ man a —=b,=c —=...—0, a) = C, nimmt und alle 


übrigen a,,,.. durch die C,,:.. 0474 ersetzt. 
Dann bestehen zuvôrderst die Hilfsformeln (für 
Ho b=a— 10): 


0P __ ôJ op = OT OC. 
dd 0 COR EU EC CS 


CARE N! oJ Ô her. J 
(18) OÙ 00, 0, ? X 
CC TT TE 
dir = CO _… ce D en 04,,40 


(o + 6 + 7 + nd CA) 
Die Entwicklungen der letzten Zeile in (18) gelten 
insbesondere deshalb, weil in C,,,.. der einzige Koeffizient a 


vom Gewichte r + s +t+ ... eben a, ist, während alle 
weiteren a in ©,,,.. ein hôheres Gewicht besitzen. 
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Sodann sind die in (18) auftretenden partiellen Ab- 
leitungen der © nach den a zu ermitteln. 

Nun ist in der Entwicklung (X) von C,,,.. das ein- 
zige Glied, das, abgesehen von einer Potenz von a,, von 
den GrôBen a,, b,, & , ... lediglich a, in der ersten Potenz 
aufweist, —raÿ *&@;_1#1.., Während alle übrigen ent- 
weder a, in einer hôüheren Potenz mit sich führen oder 
aber a; noch mit mindestens einer der GrôBen b,, €, ... 
multipliziert. Da aber nach erfolgter Differentiation nach 


a, alle a, b,, ©, ... gleich Null zu setzen sind, so ergibt 
sich Sete = —ra$ ?@_1,::. Oder aber wegen (X) 
1 
= —r0,_ 1,5... Da sich der entsprechende Schluf für die 
2C 
© Oro. UT . wiederholt, kommt zuvôrderst: 
0b, oc; 
(9 Le Y (9 (EE co. 
(XII) le de D ru ——80,:_11, usf. 
(=D GG, 0,  d=rEs rit... 2). 


Eine Ausnahme von diesem Gesetze tritt nur ein: 
wenn das Gewicht d =r+s+t+... den Wert Zwei hat. 
Alsdann tritt z. B. a, in der ersten Potenz unter den 
&, bi, G, ... isoliert nicht auf, sondern entweder das 
Quadrat von a, oder aber ein Produkt von der Form 
4,b,, 46 usf. und entsprechend für b,, &, ... 

Somit ergibt sich die Ergänzungsregel zu (XII): 


© Cyst LAUE ER 
- Cr La . 
(XIII) Te (LS GE (9 2 
d=r+ts+t+... —02). 
Für die Ableitung nach einem beliebigen a,,,.. folgt 
direkt aus (18) (a = b, == ... — 0): 
(XIV a) UT _ Cr +s+i+...-1 <- Cat 
© Ayst… 
© Orsr.. 
(XIV D) Fee QU (d—p+o+r+...—=d), 
OCT... 
sobald o6T... eine von rst... verschiedene Kombination 
der Indizes bedeutet, und endlich: 
Ô 
(XIVe) LE mo ot. ue 


OiG Ter" 
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Die Formeln (XIVa), (XIVb), (XIVe) fliefen auch 
unmittelbar aus (X); insbesondere sagen (XIV b) und (XIVe) 
nichts anderes aus, als daB die C,,,.. voneinander unab- 
hängig sind. 

Wendet man die Formeln (XII), (XIII), (XIV) zu- 
nächst auf die Differentialgleichungen (II) M,-0, M>-0 usf. 

Die 0J ÔJ ÔJ 
an, so erkennt man, daB die mit resp. PRE Un 
behafteten Glieder herausfallen, da sie resp. mit den gleich 
Null zu setzenden Faktoren a, , b,,€,,... multipliziert sind. 

Um indessen das Endergebnis bequem zusammenfassen 
zu kônnen, führe man noch die symbolischen Koeïffizienten 
Ci600 ...»  Co1000 .:  Coo100..» ein, die samtlich den Wert 
Null haben sollen; dann lauten die transformierten Diffe- 
rentialgleichungen (II): 


RO RU 0J 
M=> > nm —1) Cu. — — wJ =0, 
1=0 #—0 {—0 OC. 


MD DD dé 
CE DR Oise ne PO 


1=1 &=0 7=0 < Our. 


Nunmehr gehe man zu den Gleichungen (Ib) PV, — 0, 
Vy=0,V;—0,... über. Man beachte hier, daB z. B. 


: 0] 

in der ersten Gleichung , = 0 _ den Faktor (n —1) &,590.. 
ÔJ ÔJ & 

———, = —, ... der Reïhe nach die Fak- 

C b, °c 


toren n &1000..» % 410100. »  A90100...» :-- Dann geht die 
Gleichung V,, — 0, mit Berücksichtigung von (XII), (XIID), 
(XIV) über in die folgende, wobei die Glieder vom Gewichte 
Zwei vor den anderen ausgezeichnet sind: 


5 ; 0J » 0J 
V IE — Ja RE —- = 
æ (n à) Car. NOT CP. 


(19 (i+k+I+...—2) (Gi +k+1+...>2) 
X {in —1) Coooo… Ci-1,81.. + 6 Ch1000 … ane 
MIO Gino Ceres CEE = 0, 


und entsprechend W, —0, V,; —0,... Denkt man sich 
für eine Funktion J der C die Bedingungen (IT’) bereits 


besitzt, dagegen 
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erfüllt, d. h. J einzeln isobar bezüglich der Variabeln 
œ, Y,2,... von den Teïlgewichten #,, #,, wW:, ...;, 80 
wird J als Invariante von f dadurch charakterisiert, 
das es lediglich den Bedingungen (1”) PV, —=0, F,—0, 
genügt; letztere verdienen daher, entsprechend dem Faille 
einer Variabeln æ ($ 16), wiederum den Namen ,,Diffe- 
rentialgleichungen der Invarianten‘. 

Somit gilt der Fundamentalsatz: 

Satz V. ,,Eine in den C,,,. bezüglich der ein- 
zelnen Indizes isobare ganze Funktion ist dann 
und nur dann eine Invariante der Urform 


fn,p,a,.…..(@; Y3 23...) gegenüber inkongruenten Sub- 
stitutionen der w nichthomogenen Variabeln x, y, 
Z, ..., wenn sie den x linearen partiellen Diffe- 


rentialgleichungen (1’) genügt, wo die als unab- 
hängige Argumente auftretenden GrôüBen C die 
(n +1) (p +1) (g+1)...—u unabhängigen funda- 
mentalen Seminvarianten von f, mit AusschluS 
von 0,, sind.” 

Die Bedingungen (I1’) für eine Invariante J, als 
Funktion der ©, sollen, wie in $ 12 die Bedingungen (II) 
für J, als Funktion der a, durch arithmetische Gewichts- 
resp. Dimensionseigenschaften ersetzt werden. Sei J vor- 


gelegt als ein Aggregat von der Gestalt: 
UE J(a , di ; b,, Ci» CAO | Ayst... an) 
e = Ze aa ble... ant...) 


ee rst... 


= 


wo die ec numerisch sind und zwischen dên nichtnegativen 
ganzzabligen Exponenten gemäB (II) die Relationen be- 
stehen : 

(20 a) &o +a+m+at... +Den..—d, 

(20b) £ DT Est... = Vs y Un LDS Et. = Wy , 

Es ist also J homogen in den a von einer Dimension 4 
und isobar hinsichtlich der einzelnen Indizes von den Teil- 
gewichten w,, w,, ..., WO diese mit d verknüpit sind 
durch die Beziehungen: 

(21) 2w,—=nd, 2w,—=pd,2w —=qd, 

Nennt man W—w,+w,—+w, +... das ,Gesamt- 

gewicht von J, N=n+p+g+... die ,Gesamt- 
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ordnung‘ von f, so folgt durch Addition der Glei- 
chungen (21): 
(22) 2 = Na, 


als die ersichtliche Verallgemeinerung der Relation 2w = nd 
für den Fall einer einzigen Variabeln x. 

Führt man jetzt in J die © ein vermôge a, = C, 
U=b—=a—.., —=0, 0,4. 0, sofallen 
in (19) die mit irgendeinem der 4,, b., &, -.. als Faktor 
behafteten Glieder heraus, und man erhält J in Funktion 
der C: 


(BRÈUEE CE "1 #, “> es vla. 
COOP ER RC a ie 
Die Bedingungen (20a), (20b) gehen jetzt, da 
10. .- = O0Nzu nehmen st uberin: 
(20 a”) Ep + D Eve... = 4, 
CODE TE sr es DS y Ne be IR 


Mit Rücksicht hierauf ergibt sich für den Exponenten 
von ©, in den Nennern von (23): 


24) D'(d—1) Erst... — 0 = DA Erer.. rs = €o) 
=W—d. 
Somit ist der Exponent von ©, in den Nennern 
von (23) konstant, so daB (23) sich vereinfacht zu: 
J(Co 3 Orse… on 
L = CES pr : Crash. 


Ti. Ta So lo PAT 


(XIV) 


mit den Bedingungen (20) und (1). 

Hier ist offenbar der Zähler von J, und damit auch 
J selbst, wiederum isobar hinsichtlich der einzelnen 
Indizes von den Einzelgewichten w,, w,, ..., anderer- 
seits aber nicht mehr homogen in den C,,,.., dagegen 
in diesen von der Gesamtordnung 4. Rückwärts geht ein 
derartiges, im übrigen beliebiges Aggregat J (XIV) nach 
Einführung der a wieder in einen Ausdruck J von dem 
ursprünglichen Charakter (19) über. Dabei sondert sich 
aus dem Zähler von J, d. h. aus der rechten Seite von (XIV) 
der Faktor af" von selbst ab, der sich alsdann gegen 
den gleichen Nenner weghebt. Demnach ist bewiesen: 
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Satz VI ,,Die Differentialgleichungen (IT) 
sagen für einen Ansdruck J (19), nach Einführung 
der C an Stelle der a, aus, daB J, abgesehen von 
einem Nenner €}, eine nichthomogene ganz- 
rationale Funktion der C,,,.. (exkl. C;)ist, von einer 
Gesamtordnung d und isobar hinsichtlich der ein- 
zelnen Indizes von den Teilgewichten w,, w,, ..., 
wo für diese Zahlen die Bedingungen (21) erfüllt 
sein müssen.‘ 

Addiert man indessen je zwei zusammengehôrige der 
Gleichungen (11”), so erhält man 7. B. bezüglich x: 

RL À 


OR f : a € 
(25) n | Ge CG. +23 Che ai = 210, USf. 
A | ee 


Danach wäre J homogen in den ©,, C,,,.. von einer 
/ : 2, 2w, 2 w À 3 

Dimension d — D. ® — : = ,.., im  Wider- 
spruch zu Satz VI. Um diesen Widerspruch zu lôsen, 
beachte man, daB bei Aufstellung der jeweils ersten Glei- 
chungen (I1’) stillschweigend vorausgesetzt ist, daB die 
C5; Cyse. als unabhängige Argumente der Differential- 
gleichungen in dem Sinne ,,unabhängig‘‘ voneinander 
sind, daB zwischen ihnen keine Identität besteht, deren 
Koeffizienten konstant sind oder auch selbst von den © 
resp. von den a abhängen. Nun tritt aber ©, in allen 
C,st… auf, so daB in Wabhrheïit bei Bildung des ersten 
Gliedes der Gleichungen M, — 0, M,—0,... jene Voraus- 
setzung der Unabhängigkeit nicht zutrifft; wollte man sie 
berücksichtigen, so würde die Struktur der Gleichungen 
nicht nur wesentlich verwickelter werden, sondern über- 
haupt einen ganz anderen Charakter annehmen. 

Im Hinblick auf Satz VI und die Relationen (25) 
erklärt sich der Sachverhalt einfach dahin, daB die in 


den Gleichungen M, —0, M,—0, ... auftretende GrôBe 
C, gar nicht die GrôBe a, selbst bedeutet, sondern ledig- 
lich eine die C,,,.. homogenisierende — und damit natür- 


lich von diesen unabhängige — Variable, die genauer mit 
einem anderen Buchstaben, etwa Cf, zu bezeichnen wäre; 
am besten setzt man sie hinterher wieder gleich Eins. 

Dann deckt sich der Inhalt der Gleichungen (25) voll- 
ständig mit der Aussage des Satzes VI, daB J für ©, —1, 
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d. i. als nichthomogene Funktion der C,,,.., von der 
Gesamtordnung d ist, die mit den Teilgewichten w,, w,, ... 
durch (21) verbunden ist. 

Der Satz V gewinnt damit die genauere Fassung: 

Satz V. ,,Sei J einevin den 0,::.. (für "OC; —1) 
nichthomogene ganzrationale Funktion von einer 
Gesamtordnung d und isobar hinsichtlich der ein- 
zelnen Indizes von den Teilgewichten w,, w,, w,, ... 
unter den Bedingungen (21), so ist, damit J zu 
éinerInvariante Von Yep», (3 Je.) Wir de DO 
wendig und hinreichend das Bestehen der ,,Diffe- 
rentialgleichungen der Invarianten‘ (1°) l, =0, 
f Et 


Ha 0er 
; Diese u Differentialgleichungen (1°) FF, =0,F,; —0, 
sind ihrer Bedeutung nach voneinander unabhängig; es 
sind homogene lineare partielle Differentialgleichungen in 
den (n +1) (p +1) (g +1)...— u—1 unabhängigen Argu- 
menten C,4.. (exkl. ©) Nach einem Satze*) aus der 
Theorie solcher Gleichungen besitzen Sie eine Anzahl von 
unabhängigen gemeinsamen Partikularlôsungen, die um 
4 — 1 geringer ist als die Anzahl der unabhängigen Argu- 
mente. Damit ist man in Verallgemeinerung des Satzes VII 
von $ 16 zu dem Ergebnis gelangt: 

Satz VII ,, Eine beliebige binäre Urform 
În,p,a,.…(@ 53 Y3 &; ..) in uw nichthomogenen Variabeln 
æ, Y, 2, ..., die inkongruenten Substitutionen 
unterworfen werden, besitzt (n +1) (p + 1)(q +1)... 
— 2u —1 unabhängige Invarianten, unabhängige 
Partikularlôsungen der Gleichungen (1’) VF, —0, 
Vy =0,..., durch die jede Invariante von f alge- 
braisch ausdrückbar ist.‘ 

Wie in dem Falle einer einzigen Variabeln x ($ 16) 
überträgt sich die oben entwickelte Methode, eine In- 
variante J von f und deren Differentialgleichungen in 
den fundamentalen Seminvarianten C,,,.. darzustellen, mit 
einigen Abänderungen auf Kovarianten Æ(a, a ,b,, €, ...; 
Get. +5 Lis Wa Yis Ye; --.), WO die Variabeln jetzt 
zweckmäfig homogen angesetzt werden. 


*) S. das Zitat auf S.265. 
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Die Schiebungen (2) lauten dann, mit Einsetzung der 


4 a; b 
Werte k = ——, k——-1Ÿ, ,.. aus (IX): 
a &j 
SNL E di : £ b, 
(2) mb bb; Mk; Y=Mmrs Ms Yo M3 ce 
& do 


Vermôge (2) geht die Kovariante Æ von f über in 
eine Kovariante der transformierten Form @(Co, Orsr…., -… 
Ë;, Éo3 Mis Mes --.). Man hat also behufs Überführung 
von À in die neuen Argumente zu setzen: 


dj = os D=b—=u—=.:.. =0, Qu. = Os. CCE 
CÉCENET ES 
und gleichzeitig [resen ra =; =0 "00 in (2%)] 
M Es = 5 Yi—= Mis Ve = M5 -.. Damit wird 
identisch : 
(XY) | Æ (a , di; b;, Ci ses Ayst...s +. 5 Xi; Lo ; Y1s Ye; 7) 
= RC SO OP 0 SO RO En M CR 


wo C, wiederum lediglich eine die C,4. ES NE 
GrôBe repräsentiert. Schreibt man lieber MOSAMErSrE 
Va, Vs, -.. für die in (II) resp. (1) als M, M, ...; 
ÿ, x --. aufgeführten Prozesse, so hat nach $ 15 
(XII), (XIV) eine Kovariante K von Î den beiden, für Æ 
charakteristischen Systemen von Differentialgleichungen 
zu genügen: 


re A ôK | | 

(XVI) M, (A) — Fe 0, M, (KE) — x, nat ei 
0 K : 0 K 

EVID Pme = 0, Pal mg = 0, uv 


Hinsichtlich des ersten Systems wird für a = b, 
und die Ausdrücke M,,, M;,, ... erleiden Fe die 


unter (Il) angegebene Umformung. Die transformierten 
Gleichungen (XVI) lassen sich daher kurz so schreiben: 


ok 
CN LPEMUO RE = A ee = "Ù av. 


D Go 
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diese unterscheiden sich von den ursprünglichen (XVI) 
nur dadurch, daB in M,,, M4, ... die Glieder mit den 
Faktoren a, b,, &, ... in Wegfall gekommen sind und 
im übrigen die Buchstaben 4, , deg... 5 Qi, Do; Yas Ya » + 
resp. mit Co(—1), Corse. -..; Ës 95 Mo V2 +. VeT- 
tauscht sind. 

Von den Gleichungen (XVII) wird wiederum jeweils 
die erstere nach Einführung der neuen Argumente identisch 
erfüllt, also überflüssig. Bei den an zweiter Stelle von 
(XVII) stehenden Gleichungen ist die früher, in (1”) aus- 
geführte Transformation der Ausdrücke V,,, V,,, ... nebst 

(e) (o 
Ô%s ? V1 0% 
daB die Funktionalabhängigkeiten (2’) noch zu berück- 
sichtigen sind. 


der weiteren von #, , -.. dahin abzuändern, 


Zunächst kommt wiederum (für a —=b,—=c, = ...—0): 
() ne © ? f 
D = —E — WW s— =% usf. 
L û, RU , Y1 0% 13 Êna ’ 


Bei den Ausdrücken PV, Vy, ... ist zu beachten, 
daf auBer den in (1’) erhaltenen Gliedern bei Ausführung 


7) à A 
2 € C le 
derrAbleitunren est 0, au Gr VON (20 
04 0b, 0 
ni A» [a a) 
: C_OË: 00 C C7? (a) 
die Terme =, — a UE 
OË, da Oë, Om ©Cb, OM; 
hinzutreten, die ïihrerseits noch mit den Faktoren 
Ÿ 
(n — 1) Coco0o… ; % Ci1000 ..» Cio1oo ….» +: + Zu versehen 


sind. Damit werden die transformierten Gleichungen 
(XVII) für eine Kovariante Æ : 


2 OK a oK 
1 É = a FA 
(nm — 1) Cs000 … és PS + N Ci000 … ên + N Ciotoo … Le 
. 61 ?7)1 
(X VII’) 
ar 
+... LV K—E — —=0, usw. 
UE 


wo für Vx,... die Prozesse (1’) einzusetzen sind. 

Nimmt man die durch die Gleichungen (XVI) resp. 
(XVT”) indizierten Gewichts- und Dimensionseigenschaften 
eines Ausdruckes Æ als erfüllt an, so sind die Bedingungen 
(X VIT’) als die einzig wesentlichen für eine Kovariante K 


o 
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von f anzusehen: sie heiBen daher, wie in $ 15, die 
»Differentialgleichungen der Kovarianten‘ von f. 
Die Anzahl dieser homogenen linearen partiellen Diffe- 
rentialgleichungen ist, wie bei den Gleichungen für die 
Invarianten, glcich « ; als Areumente treten auf einmal die 
GrôBen C,::.., sodann die 2 « Variabeln &,, E,; M, M5 .…, 
insgesamt (n + 1) (p +1)(q +1)... — u —1 GrôBen. 

Da aber nur solche Kovarianten X in Betracht ge- 
zogen werden, die in jedem der Variabelnpaare & , &, ; 


M: M3 --. homogen sind, etwa von den Ordnungen 
de, d,, -.., so ist der Eulersche Satz über homogene 
Formen heranzuziehen: 
ee LCR noie s 0 K ok k. 
PR EAU ie D 40, 
OË, US CM: (}) 


Multipliziert man diese Identitäten resp. mit Ë£, m, ..., 
so kommt: 


RE At LT 
bb - = &EK — EE —, : 
ae ME or 
(26 ) rs a 
| 0x LrK n HOUIC 
111 ? à PE lee 
| "he ns n 11 1 Om * 
Hiermit sind die in (XVII) auftretenden Produkte 
a A T7 7 77 D gr * 
OK 0 K OL (OR £ 
a Mi.  : .. - "aul le +, ——) ... pebst A 
UE Me CR 


selbst zurückfübrbar, und die Differentialgleichungen 
(XVII) gehen über in ein System von x, in den 
(n +1)(p+1)(g+1)... —2u—1 unabhängigen Argu- 
menten Css. ..., Es Mis 61 --. nichthomogenen linearen 
partiellen Differentialgleichungen. Ein solches System 
besitzt aber im ganzen (n +-1) (p +1) (g +1)... — u un- 
abhängige Partikularlôsungen und folglich eine Urform } 
gerade ebenso viele unabhängige Kovarianten. Somit gilt: 

Satz VIII ,,Die Differentialgleichungen (XVI), 
(XVII) für eine Kovariante von f nehmen nach 
Einfübrung der neuen Argumente &,, &; Mis M5...) 
601. die Gestalten (XVI), (X VIT’) an. 

Eine beliebige Urform ff,» besitzt (n +i) 
(p+1)(qg+1)... —u unabhängige Kovarianten, 
d. i. um y Einheiten weniger, als die Anzahl der 
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Koeffizienten in f beträgt, und diese Kovarianten 
sind gemeinsame unabhängige Partikularlôsungen 
des Systems (XVII’).“ 

Die Anzahl der unabhängigen Kovarianten ist aber auch 
direkt einzusehen. Nach $ 15 (XVIL) ist jede Seminvariante 
®D von f Leitglied einer eindeutig bestimmten Kovariante X, 
und zwischen Leitgliedern bestehen dieselben Syzygien, wie 
zwischen den zugehôrigen Kovarianten selbst, und um- 


gekehrt. 
Nach Satz III existieren aber gerade (n +1) (p +1) 
(g +1)... —u unabhängige Seminvarianten von f, die 


durch die C,,,. nebst ©, repräsentiert werden: mithin 
existieren auch gerade ebenso viele unabhängige Ko- 
varianten von f. 

Zwischen (n + 1)(p +1)(g +1)... —u+1 beliebig 
ausgewählten Kovarianten Æ wird daher eine Syzygie be- 
stehen. Um diese zu ermitteln, drücke man, gemäB (XI), 
die Leitglieder ® der K rational in den C,,:.. (nebst C;) 
aus, wobei jeweils nur eine gewisse Potenz von OC, 
als Nenner auftritt, und eliminiere aus diesen (n +1) 
(p +1) (q +1)... — u +1 Gleichungen die (n +1) (p +1) 
(g +1)... — u GrôBen C,,;.. nebst C;,. Ersetzt man dann 
im Eliminationsresultat die Leitglieder ® wieder durch die 
bezñglichen Kovarianten Æ, so ist man im Besitze der 
gesuchten Syzygie zwischen den vorgelegten Kovarianten: 

Satz IX. ,,Tritt zu irgend (n +1) (p +1) (q+1)..…. 
— #4 unabhängigen Kovarianten von f eine weitere 
hinzu, so besteht zwischen solchen (n +1)(p +1) 
(+1)... — u+1 Kovarianten Æ eine Syzygie; um 
diese aufzustellen, drücke man die Leitglieder ® 
der K durch die C,,:.. nebst ©, aus und eliminiere 
die letzteren GrôBen und ersetze schlieBlich 
wieder die ® durch die Æ. 

Aufgabe 1. Es ist zu zeigen, da man ein voll- 
ständiges System unabhängiger Lüsungen der linearen 
partiellen Differentialgleichungen (VIII) gewinnt, indem 
man die Partikularlüsungen (IX) vermôge vwillkürlicher 
Konstanten mit den GrôBen ©,,,. (X) additiv zu- 
sammensetzt. 

Aufgabe 2. Die-Entwicklungen des Textes sind für 
die Fälle einer f,,, fiias fios [oo im einzelnen auszuführen. 


RONA 
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Aufgabe 3. Der in Aufgabe 3 zu $ 16 erwähnte 
Hermitesche Satz läBt sich auf Formen f(x, % ; æ{, æs; ...) 
mit mehreren Reïhen inkongruenter Variabeln ausdehnen. 


Führt man neue Variable £, £’, ... ein vermôüge: 
; of of : 
7 — - Yo ——— Es = YU — Yo Li ; 
S1 10, RTS 52 — Y1%o — Ya: ; 
of of 
=/ F, l } ML er / / / / 
Ê = Yi + Y — En UNS Uo 24; usf. 
fl 22392} Yu” > 2 J1%2 Ya Li ; ? 


wo die y mit den #, die y” mit den +’ usf. kogredient 
sind, so geht die mit f-!(x,, m, ; æi, x; ..….) multiplizierte 
Form T(U1s Ye ; YA, V2: ...) Über in eine Form œ 'in den 
£, &”, .., wo der Koeffizient des Potenzproduktes hôchster 
Dimension gleich 1 ist, die Koeffizienten der Potenzprodukte 
zweithôchster Dimension sämtlich verschwinden, während 
die weiteren Koeffizienten mit den bezüglichen Schwester- 
formen Ÿ,,,  übereinstimmen. . 

Aufgabe 4 Der in Aufgabe 5 zu $ 16 angeführte 
Satz ist auf Urformen f in mehreren unabhängigen 
Variabeln x, y,... auszudehnen. 


Kapitel III. 


Erweiterungen des Invariantenbegriffes.  Transzendente 


Kovarianten. Die Waringschen Formeln. 
S 18 Erweiterungen des Invariantenbegriffes. 


Unter einer (vollständigen) ,,Invariante‘ J einer oder 
mehrerer Urformen f,(#,, &), g,(ti; Œ), ..., in zwei ho- 
mogenen Variabeln mit den Koeffizientenreihen (a), (b), ... 
wurde bisher eine, in den letzteren GrüBen ganzrationale — 
in der Regel auch in den einzelnen Reïhen homogene — 
Funktion verstanden, die gegenüber irgendeiner (eigent- 
lichen) Substitution $ von der Determinante À die Be- 
dingung erfüllte: 

() Ja), (8), -..]= AJ [(a), (@), -..], 
unter # eine feste ganze Zahl verstanden. 


Man wird die Definition (1) zunächst dahin ausdehnen, 
daB lediglich verlangt wird, das transformierte J solle sich 
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von dem ursprüvglichen um einen, im übrigen unbekannten, 
aber nur von den Substitutionskoeffizienten abhängigen 
Faktor C unterscheiden: 


(11) D 0) AC AT EE 


Um die neue, allgemeinere Definition (II) einer In- 
variante auf die alte, (1), zurückzuführen, zerlege man 
S wieder in Fundamentalsubstitutionen A,(h,), A,(h), 
M.(m,), Mi(m,) und weise, auf Grund von (Il), die 
Richtigkeit von (1) in jedem dieser vier Einzelfälle nach: 
dann gilt (I) auch für jede S. 

Ein beliebiger Term T von J sei wie früher: 


(1) T=ci—cag a; ...a"b{b7 ... br... 


Vermôge einer Streckung M(m,): ta = mé, ææ=b, 
wird der in den neuen Koeffizientenreihen (x), (B), .. 
gebildete Term T gleich dem Produkt aus dem alten, T, 


Z'n-1e;+ Z(P-K)n7+…. 
in den Faktor m; £ 


Z'(n-ie;+E(P-K)nr+…. 
x 


(2) cr crm 
Soll sich nun das Aggregat J{[(x), (f), ...] dieser neuen 
Terme T für alle Werte der (a), (b), ... nur um einen, 


allein von », abhängigen Faktor C(m,) unterscheiden, so 
ist das nur so môglich, da die mit den einzelnen Termen 
ct in (2) multiplizierte Potenz von m, mit dem besagten 
Faktor © übereinstimmt. 
Demnach ergibt sich, wenn man denselben SchluB für 
eine Streckung M,(m,) wiederholt: 
2D'in-ie;+L(P-R)ep+ Zie;+ Eknp+ … 


(3) C = mi; 1 — m} L ; 


und hieraus, daB der Exponent der variierenden Parameter 
m, und m, ein und dieselbe natürliche Zahl sein mu, 
die mit w bezeichnet sei (wo æ im besonderen auch Null 
sein darf): 
Din —ie + Sp — km +... =, 

k 


i 


(4) 2x 
Die DAT Rare 
t k 
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Diese Relationen (4) sigen aus, da ein Ausdruck J 
mit der Eigenschaft (IT) jedenfalls bez. &, und x, isobar 
vom Gewichte + ist. 

Nunmehr übe man eine Schiebung A,(h,) aus. Dann 
wird der Faktor C in (11) eine ganze Funktion C(h,) von ,: 


(5) AR) |J [(x), (B), ...]= C(k)J[(a), E), ...]=C(R)T 

Andererseits gilt nach $S 11 APE wenn unter l, der 

ProzeB ALES a + 2 'Ebr-: ; + ... verstanden wird, 
L k 


i 
für einen ganz mire Ausdruck J die Entwicklung: 


APPRINNTANO M E EN T UE hi FREE 


Denkt man sich in (5) C(h,) nach steigenden Potenzen 
von À, geordnet: 
à ; he h° 
(4) Cl) = Co + Ch + CG 


Ca 


wo die C; numerische Faktoren sind, so lehrt die Verglei- 
chung der Koeffizienten von X?, hi, h?, ... der beiden, 
für alle Werte von h, übereinstimmenden rechten Seiten 
von (5) und (6), daf: 

(8) Cd MOI ICT PET, 


Aus der ersten dieser Relationen folgt: 


(9) CG = 1 ; 

und es bleibt nachzuweiïsen, daf die übrigen Relationen 
(8) nur so erfüllt sein kônnen, da ©, = CO, = Cj =... —0 
wird. 


Jetzt wird von der in (4) festgestellten Eigenschaft 
von J Gebrauch gemacht, bez. x, isobar zu sein. Dann 
war in $ 12 S. 212 gezeigt, daB der Ausdruck V,J wie- 
derum isobar bez. +, ist, nur von einem um eine Einheit 
grôBeren Gewichte, und daf das ns für den ProzeB 


0 
Ve à 200 i) Mie ne k)br,1 = . at cu gilt, nur 


da das Gewicht von ne . gegenüber dem von J um eine 
Einheit gesunken ist. 

Diese Schlüsse sind ersichtlich von der ganzzahligen 
Natur der Exponenten &, 7, ... unabhängig. 
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Demnach vermehren der Reihe nach in (8) die Pro- 
zesse V,, V?, VS, ... das Gewicht von J bez. x um 
1,2,3,... Damit stoBen aber die zweite, dritte, 
der Relationen (8) auf einen Widerspruch, insofern jeweils 
links und rechts isobare Ausdrücke von ungleichem Ge- 
wichte auftreten würden. 

Diese Widersprüche sind nur dadurch lôsbar, daB die 
numerischen Faktoren C,, ©, , ... sämtlich verschwinden. 

Der Faktor C(h,) in (5) reduziert sich also, wenn man 
noch (9) berücksichtigt, auf die Einheit, d. h. J bleibt 
gegenüber einer Schiebung A,(k) ungeändert. Da das 
gleiche wiederum für 4,(h) gilt, so ist bewiesen: 

Satz I. ,,Verlangt man von einem, in den Ko- 


effizientenreihen (a), (b), ... der Urformenf,g, ... 
ganzrationalen Ausdrucke J[(a), (b), ...] nur, da 
er nach Transformation der f, g, ... durch eine 


beliebige Substitution S einen lediglich von den 
Substitutionskoeffizienten abhängenden Faktor C 
annimmt, so ist dieser Faktor © eine feste natür- 
liche Poteuz der Substitutionsdeterminante. 

Weiterhin steigt man hinsichtlich der Urformen f, 
g, ... zu Invarianten auf, die in den (a), (b), ... ge- 
brochen rational sind. 

Sind J,, J, zwei ganzrationale Invarianten der f, 
g, -.. mit den Gewichten w,, w,, so daB: 


(10) Jif(x), (8), ...]= d'uJ,, Jif(x), (8, ...]= 4%, , 


und bedeuten r,, r, beliebige ganze Zahlen, so folgt aus 
(10), daB der rationale Ausdruck J/J> wiederum eine 
Invariante ist, vom Gewichte r, w, — r, w, : 


(11) JF1@) ete = A'ita- rats Es . 
Jal(x), (8), 1 Je 

Soll Ji/J> im besonderen zu einer absoluten In- 
variante werden, so muB r;w, —7r,%w, sein. Haben also *) 
w, , w, den grüBten gemeinsamen Teiler à, so daB w, — 0w!, 
w, — Ôws, 80 ist die Gleichheit r,w, —r,w, nur dadurch 
erfüllbar, daB r, — kw, r, — kw!, wo k eine beliebige 
ganze Zahl bedeutet. * 


| *) Vgl etwa diese Sammlung Bd. VI »Algebra“, von 
O0. Pund, 8 17. 
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Somit tritt der fragliche Fall nur ein für eine belie- 
bige natürliche Potenz von J!°/4J%: oder deren reziproken 
Wert. 

Andererseits lassen sich noch auf æ! Arten zwei ganze 
Zahlen r,, r, So bestimmen, daB rw, —r,w, ein Viel- 
faches s 0 von Ô wird. Dann wird Jf/4J%> eine rationale 
Invariante vom Gewichte s9. 

Etwas schwieriger ist die Beantwortung der um- 
gekehrten Frage. 

Sind F,, F, zwei in den (a), (b), ... ganzrationale 
Ausdrücke und ist F,/F, eine Invariante der f, g, 


(12) Filla) AUDE AIS 2: 
A) CS PATES) F, 


wo w eine feste ganze Zahl ist, sind dann auch der Zähler 
F, und der Nenner F, für sich Invarianten? 

Offenbar darf w als positive ganze Zahl (inkl. 0) 
angenommen werden, da man andernfalls nur F, mit F, 
zu vertauschen hätte. Trgendein Glied von F, resp. F, 
sei gemäB (1) von der Gestalt: 


nn — PS E € %o h7 ñ 
J_T=ci=cap as, -.-. a;"bi0 bnp ..., 


MEN LE cata. gén bis b7aT e. VTr.. 
# Ü Î D 


Man übe auf die Variabeln x,, æ in f, g, ... eine 
Streckung M,(m,) von x, aus, so daB 4 = m, wird. Nach 
Heraufmultiplikation der Nenner in (12) erhält man die 
für alle Wertsysteme der (a), (b), ...; m, gültige Re- 
lation: : 

f Z'n-ÿe;+ Z(p-#) Mes aie. 
(13) | > >'cc'ti mi : | 


+Z(n-Der+S 
k 


— ART / w (D—k}n'pt 
|= SSccitm! à . 


(2 


Hier muB jeder der Exponenten links mit jedem der Ex- 
ponenten rechts übereinstimmen und damit eine konstante 
natürliche Zahl G, sein. Wiederholt man den nämlichen 
SchluB hinsichtlich einer Streckung M,(m,), so hat man 
die Relationen: 
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(2 "4 )e; +2 — k)m += 0 
2(n ne +2 k}ni Et 64 

Le Si ê; +ISkM LAN MOE o: 
nl k 
mn E2 +R ni 0. 
è Æ 


Demnach sind die Ausdrücke F,, F, in (12) je für 
sich isobar bez. #, und x, und damit Streckungsinvarianten 
bez % und: 


| M(nu) | Fl(a), (8), .. 1= 447, 


[ 
A5) ACER EE EE 
AAA ADI A PER Re 
[ 


| M, (M) 
AC PROS EEE 


Nunmehr werde eine Schiebung A,(h,) (mit À —1) 
vorgenommen. Wendet man die Identität (VII’) des $ 11 
auf F, und F, an, so hat man die Entwicklungen: 


: hi : 
Al), D lente Pre ME 
(16) p2 | 
LES 
HET), (D) AE Ps MER RECRUE EEE F, 


Multipliziert man die erste Gleichung mit F, , die zweite 
mit F,, subtrahiert sodann, und ordnet nach steigenden 
Potenzen von h,, so verschwindet mit Rücksicht auf (12) 
(für 4 —1) das von k, freie Glied, und nach Division mit 
h; verbleibt eine Identität von der Gestalt: 


(16 a) HS PSS PCR ERRN0r 
wo der Faktor von h, durch die eckige Klammer an- 
cedeutet ist. 

Da auch diese Gleichung in k, identisch erfüllt sein 


mul, so verschwindet im besonderen das von h, freie 
Glied; d. h. es ist: 


( 107 ) = 17 1 — 
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Nun darf von vornherein bei Pildung der Gleichung (12) 
angenommen werden*), daf Zähler und Nenner von F,/F, 
teilerfremde ganze Funktionen der (a), (b), ... sind, so 
daB F, und F, selbst, etwa bis auf einen numerischen 
Faktor, vôllig durch ihren Quotienten bestimmt sind. Dann 
folgt aus (17), daB die beiden Zähler und ebenso die beiden 
Nenner bis auf ein und dieselbe ganze Funktion der (a), 
(b), ..., die mit F bezeichnet sei, übereinstimmen müssen: 


(18) Hi RO Vils =Fr,. 


Nun vermehrt wiederum der ProzeB V,, auf die nach 
(14) bez. x, isobaren Ausdrücke F,, F, angewandt, deren 
Gewichte G,, w + G,, je um eine Einheit. 

Danach müfte die ganze Funktion F der (a), (b), .. 
vom Gewichte Eins sein. Andererseits sind F,, F,, weil 
gemäB (14) isobar bez. x, und x,, auch homogen in der 
Gesamtheit der (a), (b), ... von einer Gesamtdimension d; 
diese wird aber nach dem Satze (S. 211) des $ 12 nach 
Ausübung des Prozesses #, nicht geändert. Mithin wäre 
F homogen von der Dimension Null und zugleich vom 
Gewichte Eins (bez. #,), was nur so môglich ist, da # 
identisch verschwindet. Damit verschwinden aber auch 
V,F, und V,F,, also bleiben nach dem Satze (II) des $ 11 
F, und F, gegenüber einer Schiebung A4,(4,) ungeändert. 

Noch einfacher gestaltet sich der SchluB bei einer 
Schiebung A4,(h,). Dann treten an die Stelle von (18) 
zwei analoge Gleichungen, indem nur , mit Ÿ, zu ver- 
tauschen ist, während der Buchstabe # beïbehalten werde. 

Der ProzeB V,, angewandt auf F, und F,, ver- 
mindert nach Satz (S. 212) des $ 12 das Gewicht G, resp. 
w + G, der bez. x, isobaren Ausdrücke F,, F, um je eine 
Einheit; es wäre also die ganze Funktion F Ger (a), (b), . 
vom Gewichte —1, was wiederum nur so môglich ist, da 
F identisch verschwindet. Da demnach #, ebenso wie 
F, eine (vollständige) Invariante der Urformen ist, müssen 
auch die beiden Exponenten @, und G, in (15) überein- 
stimmen: @, = G, = G, und man hat, gegenüber einer be- 
liebigen Substitution S: 


(15) Fif(a), (8), ...]= 468, F((a), (9, ...]= 48. 


Velo Bundle" 162 
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Damit ist das wichtige Ergebnis gewonnen: 

Satz II. ,st eine rationale Funktion FF, 
der Koeffizientenreihen (a), (b), ... von Urformen 
f,g,..., wo F, und F, als teilerfremd angenommen 
werden dürfen, relativ invariant gegenüber einer 
beliebigen Substitution S der Variabeln x, æ, S0 
gilt dasselbe nach MaBgabe von (15) einzeln von 
Zähler F, und Nenner F, der rationalen Funktion.“ 

Der Begriff der rationalen Invariante (und damit auch 
Kovariante) wird erweitert zu dem der ,,irrationalen‘ 
oder ,,algebraischen‘ Invariante (Kovariante);-J ist eine 
solche, wenn sie einer algebraischen Gleichung genügt, 
deren Koeffizienten gauzrationale Invarianten (Kovarianten) 
sind. Weiter gelangt man zum Begriff der ,,analy- 
tischen‘* oder ,,transzendenten‘ Invariante (Ko- 
variante) J , d. i. einer (in einem gewissen Bereiche) ein- 
deutigen analytischen Funktion der Koeffizienten ge- 
gebener Urformen (und ev. der Variabeln), die der In- 
varianten- (Kovarianten)Definition (1) genügt. 

Nimmt man von einer solchen transzendenten In- 
variante J an, daB sie sich, wenn die Koeïfizienten der 
Urformen ganzrationale Funktionen eines Parameters p 
sind, in eine Taylorsche Reihe nach steigenden natürlichen 
Potenzen von p entwickeln läfit, die innerhalb eines ge- 
wissen Bereiches konvergiert, und existieren auch die 
ersten partielle Abteilungen von J nach den Koeffizienten 
der Urformen als eindeutige analytische Funktionen der- 
selben, so gelten die Schlüsse des $ 11, und J genügt den 
beiden linearen partiellen Differentialgleichungen : 


(Ia) FJ—=0, (LTD) NT 0 


Gilt die eben bemerkte Eigenschaft auch für die hôheren 
partiellen Abteilungen von J bis zu einer beliebigen Ord- 
nung, so sind die Gleichungen (I1a), (ITb) auch hinreichend 
dafür, daB J eine Schiebungsinvariante bez.æ, resp. à ist. 

Das Entsprechende gilt für eine transzendente Ko- 
variante Æ(x,, æ). Man setze überdies voraus, daf Æ 
hinsichtlich der x,, x, homogen von einer endlichen (im 
übrigen beliebigen) Dimension 4, sei, so daB für m, als 
einen variierenden Parameter, die Identität erfüllt sei: 


(19) K(maæ,, ma) = mÀxK(x, %). 
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Die Differentiation nach m liefert: 
CS Re Li 
o(m 2)" ê(ma,) ? Fi LOSRSS 
und damit für m — 1 die Eulersche Identität‘*: 
Se F Le = = 1 


(20) 


Die Differentialgleichungen (I1a), (11b) erweitern sich, 
wie in $S 13, (11a), (IIb), für die in Rede stehenden tran- 
szendenten Kovarianten Æ zu: 


x. CE: %) 


(TIT a) KE, m1 : =0, 
É É OX: 
(IX) V, K(a,, &) — a, is ml 0, 


Für Anwendungen ist es oft wesentlich, die Glei- 
chungen (II1a), (IITb) in nichthomogener Gestalt zu be- 
sitzen [vgl. $ 19, (18). Bezeichnet X’(x) die Ableitung 
von (x) = K(x, 1) nach x, so nimmt (IITa) unmittelbar 
die Gestalt an: 

(IV a) V, K(æ) — K’{x) = 0. 

Behufs Umformung von (IIIb) ziehe man die Euler- 
sche Identität (20) heran. Multipliziert man dieselbe mit 
4 —æ, und setzt überall x, — x, x, = 1, so ergibt sich: 

DES 
(20’) dE | 
CU ](x3=1, m1=7) 

Dadurch ergibt sich für die nichthomogene Gestalt 

von (IITb): 


(IVb) V, K(x) = d,æ K(x) — x? K”(x). 


Nach Voraussetzung sei Æ(x) in eine in einem ge- 
wissen Bereiche konvergente Potenzreihe entwickelbar: 


= 4? K'(x) — d,x K(x). 


Übt man auf die rechte Seite von (21) die beiden 
in (IVa) auftretenden Differentiationsprozesse l, Æ(x) und 
K”(x) aus und vergleicht die Koeïfizienten gleich hoher 
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Potenzen von æ, so gelangt man, wie in $ 13, (IT a), zu 
der Rekursionsformel für die D: 


(Va) Fe D, == D,,: ; 
die sich auch ersetzen läft durch: 
(Va’) De 


Auf Grund von (Va’) geht die Reiïhe (21) für Æ(x), 
da D, = Æ(0), über in die folgende: 
x 
. 


1e HIS 


V, K(0) + © P?K(0) +. 
(VID) ja 


Man beachte wiederum, wie in $ 13, (Va”), die for- 
male Âhnlichkeit mit der Maclaurinschen Entwicklung:, 


: DA RATE re 
K (x) = K(0) + —- K”(0) + Su (O0) + ... 


qi 
(VI’) 


+ ST ÆO(0) + … 


Hier ist aber erst nach jeweils erfolgter Differen- 
tiation von À æ—0 zu setzen; gerade dieser Umstand 
erheischt aber zumeist eine umständliche und dabei über- 
flüssige Rechnung, die die praktische Brauchbarkeit von 
(VI’) leicht illusorisch machen kann. Demgegenüber ist 
für Kovarianten ÂÆ(x) die invariantentheoretische Ent- 
wicklung (VI) als eine wesentlich einfachere anzusehen 
[vgl. $ 19, (18)]. 

Nunmehr ziehe man auch die Differentialgleichung 
(IVD) heran. Man erhält: 


2 
Ve Ka) = Va Do + 45 Pa Di + ST Po De + 
_ 
Ca re D TER 
x d,K(œ) — x? K’(x) = x d,D, + TT Di —1) +... 
+ TR RER D;_;:{d, = (à == 1)} + ...# 


(i —1)! 
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und hieraus durch Koeffizientenvergleichung  einmal 
l, D, — 0, sodann eine zweite Rekursionsformel für die D,: 


(VD) Ve Diss = +1) (de —)D:, 


die bei praktischer Berechnung der D; als Kontrolle für 
(Va) dient. Die Vergleichung von (Va) und (Vb) lehrt 
noch das Bestehen der Relation zwischen den beiden Pro- 
zessen P, und V,, in ihrer Anwendung auf die D: 


(V) D = EU D 


Wir fassen die letzten Ergebnisse zusammen : 

Satz III ,,Eine transzendente Kovariante 
K(x,, #) genügt den beiden linearen partiellen 
Differentialgleichungen (IIIa), (IIIb)}, die, falls 
K(x,,%) in den x,, x, von einer endlichen Dimen- 
sion ist, auch die nichthomogene Gestalt (IVa), 
(IVb) zulassen; l1äBt sich ferner K(x, 1) = K(x) in 
eine Potenzreihe nach x entwickeln, so unterliegen 
deren Koeffizienten den beiden Rekursionsformeln 
(Va), (Vb)." 

Zum Schlusse sei kurz auf die grundlegende Rolle 
hingewiesen, die der Begriff der Invariante in der hôheren 
Arithmetik spielt. Hier sind die Koeffizienten «x, B, y, Ô 
der anzuwendenden linearen Substitution S : 


(22) nm=axËé +pE, Le = y +0E& 
(A=axû—B7y), 


zumeist nach arithmetischen Gesichtspunkten definiert, 
z. B. So, daB die x, f, y, à beliebige ganze Zahlen von 
der Determinante 1 sind oder auch der Einheit kongruent 
nach einer festen ganzen Zahl als Modul: die S wird dann 
als ganzzabhlige unimodulare resp. als ganzzahlige Kongruenz- 
substitution bezeichnet; in beiden Fällen bildet die Ge- 
samtheit der S eine Gruppe, die je entsprechend bezeichnet 
wird. 

Das hat zur Folge, daB die Mannigfaltigkeit der als 
variierend gedachten Parameter x, B, y, Ô zumeist eine 
»diskret-unendliche‘“ (,,diskontinuierliche“) ist, 
während in den bisherigen Entwicklungen des Textes ge- 
rade die Stetigkeit der Parameter als ein Hauptbheweis- 
moment diente. 


Meyer, Allgemeine Formen- und Invariantentheorie I. 20 
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Die Theorie der ,,arithmetischen‘ Invarianten er- 
hält damit einen ganz spezifischen Charakter. 

Als Beleg diene etwa die lineare Grundform f =}; 
= «a + aa. Bei beliebig gedachten Koeïfizienten a, 
a, besitzt f nach $ 10 keine ,,algebraische‘* Invariante. 
Sind aber die a, & gauze Zahlen, und werden die æ,, 
in f einer ganzzahligen unimodularen Substitution S (22) 
unterworfen, so existiert eine unbegrenzte Mannigfaltigkeit 
arithmetischer Invarianten ®(a;, &), So daB: 


(VII) Dax +a7y, Mb + a 0) = P(a, &) 
wird. Man erhält u. a. eine unbegrenzte Reïhe solcher 
Invarianten durch die Doppelreihe: 


1 
di (ay, + Go No) ? 


\4 
\& 


(VIII) D — 


wo n,, alle ganzen Zahlen (exkl. die Kombination 0, O0) 
durchlaufen und k ein willkürlicher Parameter ist; es lä8t 
sich beweisen, daB für k > 2 die Reïhe (VIII) konvergiert 
und eine eindeutige Funktion der a, & darstellt. Diese 
arithmetischen Invarianten %; beherrschen die moderne 
Fheorie der elliptischen Funktionen *). 

Aufgabe 1. Das Dv. der vier Wurzeln einer bi- 
quadratischen Form f, — à) + ax + ... +a,x* ist eine 
irrationale Invariante der f,; es ist die in den Koet- 
fizienten a; der f, rationale Gleichung 6. Grades auf- 
zustellen, der das Dv. genügt. 

Aufgabe 2. Teilt man die vier Wurzeln der f, in 
zwei Paare, so ist das zu diesen zugleich harmonische 
Paar nach $ 3 durch die Funktionaldeterminante 49 der 
bezüglichen quadratischen Formen dargestellt. 6 ist eine 
irrationale Kovariante der f, und genügt einer in den Ko- 
effizienten a; der f, rationalen kubischen Gleichung, die zu 
bilden ist. 


Aufgabe 3. Das elliptische Integral 1. Gattung 


J(&) ne si D ue ee ist nach F. Klein, Math. 
Vh@ J ft, & 

Ann. 14 (1879), S. 112, eine ane Kovariante der 

fa, in den a; von der Dimension —+ und vom Gewichte 

—1l, in #,, æ, von der Dimension Null (vgl. $ 19). 


*) Vel. z. B. H. Poincaré, Journ. für Math. 129 (1905), S. 89. 
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AIS fruchtbare Anwendung des vorigen ($ 18) behan- 
deln wir zunächst die in der Darstellung des endlichen 
Produktes von der Gestalt: 


(7) Fa, @) = FE (M, de) 97 (@, de) A7 (a, 2)... 


enthaltenen Kovarianten der Urformen f,, gp, hs, ..., 
von den Ordnungen n,p,gq,..., WOu,Y,x,... irgend- 
welche gegebene (reelle oder komplexe) Exponenten seien. 
Daf F eine Kovariante der f, g, h, ... ist, geht 
aus der Definition einer solchen ($$ 13, 18) hervor. Denn 
führt man vermôge einer beliebigen Substitution S der 
æ,, æ in neue Variable &,, &, die Formen jf, g, h, 
über in @, y, 7. ..., und bezeichnet wiederum mit (a), 


in}. (6), : -:: he Koeffizientenreihen von f, J,0h, 2, m6 
(x), (B), (y), ... die der transformierten Formen w, 
w, 4, -.., und ist ® die in den neuen Variabeln und 


Koeffizienteu gebiläete Form F, so ist identisch: 
ADR a) 0) O7 = Fix, 2: (a), D); Uc), 0h 
d. h. F ist eine Kovariante der jf, g, h, ... vom Ge- 
wichte Null (absolute Kovariante). Andererseits ist F, 
wie aus (1) hervorgeht, in den x,, x, homogen von der 
Dimension (Ordnung) d, wo: 

(1) d=nu+pr+qn+..., 

und in den Koeffizientenreihen der (a), (b), (c), ... ein- 
zeln homogen von den resp. Dimensionen w, v, x, ... 

Es soll die Funktion F (1) auf Grund ibhrer Ko- 
varianteneigenschaft (II) in eine Potenzreihe ent- 
wickelt werden. 

Zu dem Behuf bediene man sich der nichthomogenen 
Schreibweise x, — æ, æ, — 1 und setze zugleich die Koeffi- 
zienten in den f, g, hk, ..., entgegen der bisherigen Be- 
zeichnung, ohne Binomialkoeffizienten und in umgekehrter 
Reïhenfolge der Indizes an: 


(2) fn) =a+at+...+a, as 
ji I(&)—= 05 Fb,x +...+b,a?, usw. 


Es wird sich zeigen, daf Pat diese Bezeichnungs- 
weise für das Folgende die zweckmäBigste ist. 
20* 
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Man denke sich F(x) in die Maclaurinsche Reiïhe*) ent- 
wickelt : 


DDAF (D = D, ED + Dee + Die ee 


1 si 

Um das Gesetz der Koeïffizienten D auf Grund von 
(II) zu ermitteln, wird es genügen, die Betrachtung von 
zwei Urformen als Muster zu nehmen; der Beweis ist s0 
durchsichtig, daB er sich ohne weiteres auf die Fälle von 
mehr als zwei Urformen ausdehnen läBt. Man hat zu- 
vôrderst: 


(3) Dash be" =1= 2. 


Allgemein setze man: 
(LV) Der 


und überzeuge sich davon, da 7; in den (a), (b) ganz- 
rational ist, je in den (a) und (b) homogen von der Di- 
mension à und in beiden Koeffizientenreihen zusammen 
isobar vom Gewichte à. 

Mit andern Worten, es soll gezeigt werden, daB für 
irgendein in Z; auftretendes Potenzprodukt P: 


(4) P= a$ ar... an bb... br 
die Exponenten €, 7 natürliche Zahlen (inkl. 0, nur daf 


nicht alle zugleich verschwinden) sind, die den drei Re- 
lationen genügen: 


1 | . 
Sie BE US — LEE 


(Da) je 
No + Yi -... Nip = D M = À ; 
k 
l°e, | 2 + & L ... nes le, : 2e LE. + D Up 
5 a | 
Gb) =Zre +Zen, = 
r $ 
*) Bei beliebigen, komplexen Koeffizienten a;, b4, ..., Ex- 


ponenten w,»,... und der Variabeln x konvergiert die Reiïhe (III) 
jedenfalls innerhalb eines Kreises um den Nullpunkt, der durch 
die nächstgelegene Wurzel von f(x) - g(x) - . hindurchgeht. Die 
Funktion Fx 7) wird im allgemeinen unendlich vieldeutig sein; man 
greife indessen unter den unendlich vielen Zweigen von F{x) einen 
solchen heraus, der zu einem beliebig, aber fest gewählten Werte 
von D, (3) gehôrt. 


Eine gewisse Klasse transzendenter Kovarianten. 409 


Da f(x) eine simultane Kovariante von f(x) und g(x) 
ist, also im besonderen gegenüber irgendeiner Schiebung 
vOn æ: 

(6) T=2+k 

ungeändert bleibt, so gentüigt nach $ 18 (IVa) F(x) der 
linearen partiellen Differentialgleichung: 

(V) VF (x) F'(x), 


wo VF (früher mit VF, bezeichnet) der Prozel ist: 


n ” ? Ô 
(VI) | DATE + > kb- , 
ce 0d, Trad ob 
{=1 1-1 k=1 k-1 


Die Identität (V) erweist sich als gleichwertig mit der 
tekursionsformel [$ 18 (Vaà)|: 


(VII) VD; Dinie (m0, 1,2%,.,.:) 


Die Funktion Z; in der Relation (IV) genüge den 
oben angegebenen Eigenschaften bis zu einem Index À; 
für à = 0 sind sie offenbar erfüllt. 

Man unterwerfe beide Seiten von (IV) dem Prozesse F, 
so kommt zunächst, auf Grund von (VIT): 


(7) Diisai Er + DiF(ar #4 br) VZ,. 
Hier ist: 
Piai-u 1 / Û ; Û Fo 
7 a = 14 v (a : ] ) = a! { h' 4 
(n] (fl } Il Ü do | 1 Ô n) { { ) 


QU Dr A T(S — ») à, b, + (à — y) b, a]. 


Muitipliziert man demnach (7) mit 4,b,, und führt 
gemäB der Festsetzung (IV) an Stelle der D,, D,,, die 
Zi, Z4:, ein, so entsteht für letztere die Rekursionsformel: 
(VIII) Zi = [(u —1)ba + —1)ab]Z + «bb VZ;. 

Jeder der beiden Prozesse (un — à) b, a, + (v — à) a b,, 
a b, V (etzterer nach $ 12, S. 211, 212) erhôht sowohl die 
Dimension irgendeines in 7, auftretenden Potenzproduktes 
je in den (a) und (b), wie auch dessen Gesamtgewicht in 
den (a) und (b), um eine Einheit. Damit sind die Di- 
mensions- und Gewichtseigenschaften (5a), (5b) der Form 
Z, in (IV) allgemein bewiesen. 
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Für mehr als zwei Urformen /,, 9» hy) ... mit den 
Koeffizientenreihen (a), (b), (c), ... erleidet die Formel 
(VIII) nur die ersichtliche Modifikation: 


| Zi =u—- abbé... E(r—1hac .-- 
(VIIL’) br 1) ab din Re ie 
as + 2e. 


Indessen lassen sich die Eigenschaften des Ausdruckes 
Z; in (IV) auch direkt, ohne Zuhilfenahme des Prozesses , 
erkennen. 

Die Maclaurinsche Entwicklung (III) von (x) lehrt, 
daB die rechte Seite Z; von (IV) jedenfalls in den (a) und 
(b) ganzrational und je homogen ist. Die Dimension ir- 
gendeines Koeïfizienten D; in (111) in den (a) und (b) mub 
stets dieselbe sein, wie in Æ selber, also « resp. »; mit- 
hin wird die Dimension von Z; wegen des Faktors a" bi” 
von D, in (IV) je in den (a) und (b) gleich à. 

DaB das Gewicht von Z;, und damit auch von D,, 
zusammen in den (a) und (b) gleich à wird, folgt wiederum 
aus der Invarianz (11) von F(æ). Denn unterwirft man 
die Variable + einer Streckung: 


(8) de. 


wodurch f(x), g(x) in die neuen Formen q(2), y(e2) mit 
den Koeffizientenreihen (x), (8) übergehen môgen, F(x) in 
P(2), so bleibt F(x) gemäB (IT) absolut ungeändert: 

(9) De) = F(x). 

Es ist aber: 


(10) nm a; Mb Mb 
(CG 0 SERRE OLD) 


Bildet man demnach die in die Reïhe (III) entwickelt 
gedachte Funktion #(x) für die neue Variable z und die 
neuen Koeffizienten (x), (), und drückt diese mittels (8), 
(10) wieder durch die ursprünglichen GrôBen x resp. (a), (b) 
aus, So erscheint irgendein — gemäB (IV) noch mit dem 
Faktor af-*b-1 behaftetes — Potenzprodukt P (4) in D, 
(II) multipliziert mit einer Potenz von m, deren Ex- 
ponent den Wert hat: 14 +28 +...+Lne, + 1m +2% 
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+... +p7, — 1. Dieser Exponent mul aber infolge der 
Identität (9) stets verschwinden, und das sagt eben die 
Gewichtsrelation (5b) aus. 

Rechnet man für die niedrigsten Werte des Index à 
in Z; die numerischen Faktoren der daselbst auftretenden 
Potenzprodukte P (4) aus und achtet andererseits auf die 
Struktur der Rekursionsformel (VIII), so gewinnt man 
für den Koeffizienten 


(à) = 0 ; û ; 
PTE noms. VON Aa... apr bb}... br 
in Z; den Ansatz: 
( f ; out) 
A 7 de TR ns ea en 
rubis SEA ete benne 
(IX) 
y(r — 1) tr) 
| ee ut | 
hrAsscc-p: 


wo die Exponenten €, y alle natürlichen Zahlen (inkl. O0) 
durchlaufen, die den drei linearen diophantischen Glei- 
chungen (5) genügen. 

So erhält man 7. B. für Z, : 


LS [< 2 € 2 
Ze = 2uva, ab, b, + 2 ua & 06 + 2v bb 


+ u(u —1) af bè + v(v —1)aib;. 


Um den Beweis der Formel (IX) von à auf 2 +1 zu 
führen, greife man irgendein Glied aus Z;,, heraus: 
FER nm)" paf... aén bi bf... bip, wo also jetzt in 
den Relationen (5) für die &, 7 der Index à durch à +1 
zu ersetzen ist. 

Jeder der auf der rechten Seite von (VIII) auftreten- 
den Teilprozesse führt irgendein Potenzprodukt von 7; 
jeweils in ein gewisses Potenzprodukt von Z;,, über. 
Umgekehrt verdankt das vorgelegte Glied in Z;,, seine 
Entstehung den foigenden Potenzprodukten in Z;, deren 
jedes mittels seines numerischen Koeffizienten zu dem ge- 
suchten Koeffizienten Al+1) einen gewissen Einzelbeitrag 
liefert : 


ù &o—1 4€ € » 7-1 hr 7 
(a) an dr be 07e D7p,, 


" 


(L1+ 
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(@) ; 
vermôge des Teilprozesses (» — à) a b; + b, 3D. - 006, Mit 


dem Teilbeitrage: \ 
(11a) CNE) A CE ARE 
Diesem Gliede (a) geht parallel das andere: 
(a”) avant... dénbro bp: be, 
das vermôüge (u — à)b,a, + a, ee -ab, den Beitrag bei- 
steuert: 0 
(11a”) Her ane 


Sodann ergeben die A ne Potenzprodukte 
in Z;: 


€o— 1 yE € Do — L ha + 1 Dr2-1 n 
(b) LE ar Le a, x b?: b} TE br ? 
—1 yeitl ye—1 € 70 — À }? ñ 
a ap ar deb DE." br 
ET Re 0 
vermôge 20, —— : 40 by TeSp. 2 4 —— * do D, die Beiträge: 
Cb, Ca; 
2 (m, + 1) AŸ 
(11b) AU €o—1, EieEn Mo 11 +121... 
. (à) 
ds 2 (& 2e IL) DRASS ES Pin ir . 


Geht man so weiter, so erscheinen an (k + 1)ter Stelle 
die beiden Potenzprodukte: 


€ 1 1 _ © 1 

A RE 
€o— 1 ,# Ends, — HP ET re € 10 — L }? y 

ag ai... afttlaftti" late... ab D... bio, 


Ô e) 
denen vermôüge (k + 1): (xs 7 + dysi 3 mL b, die Bei- 
trâäge entstammen : 44 4% 


(REPLI (mn ELA ASS 
se (k à 2 1) (Ex Le 1) AD: E.eptl, CAE (om à 


Jede dieser beiden Serien von Beiträgen ist fort- 
zusetzen, bis sie mit Æ —p resp. k—mn von selbst ab- 
bricht. 

Addiert man diese sämtlichen Einzelbeträge, indem 
man auf Grund der für den Index à als richtig an- 
genommenen Formel (IX) für die einzelnen AŸ ihre We 


no = ds Moss nxtl; 447 Nx+9 ee 


» Ép+9 +. En No—1, 1... 


sl 


%p 
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einsetzt, so gelangt man zum numerischen Koeffizienten 
BR note 1, ds Potenzproduktes a'ai.… a;"b{"b"... br 
in Z;,,. Bringt man sämtliche Ausdrücke (11) auf den 
gemeinsamen Nenner ale! ...elmlm! ...",!, so läBt 
sich bei der Zusammenfassung als gemeinsamer Faktor 
einmal das Produkt abspalten: 


mu — 1)... 4 ee Vraie Qu — (à — 70)} 


(12) ii! — ET - ET 
SE Te EU CRE SUR OU 


während als weiterer Faktor das Aggregat auftritt: 


Pet ce léna Loti ta Me cr De 


das gemäB (5b) (für den Index à +1) den Wert à +1 
besitzt. 

Damit geht der erste Faktor 1! in (12) über in (à +1)!, 
und hierdurch der Ausdruck (12) gerade in die für den Index 
i +1 gebildete rechte Seite von (IX). Damit ist aber die all- 
gemeine Gültigkeit der Formel (IX) erwiesen. Ersichtlich 
ist die Formel (IX) durch Erweiterung des Beweises auf 
den Fall einer beliebigen (endlichen) Anzahl von Urformen 
f,g,h,... ausdehnbar. 

Nach zwei Richtungen hin gestattet (IX) eine über- 
sichtlichere Gestaltung. Erweitert man den Bruch 


nu —1)... {&u —(Üi—& a 1)} 
Bibles En 


mit (à — &)!, so zerfällt er in das Produkt des (? — #,)ten 


. Binomialkoeffizienten von w«, ne in den Bruch 
ot ‘0 
Tab CLR der letztere aber ist, da sich gemäB (5a) 
ee late! 


i — & aus den Summanden #,, & , ..., €, ZusSammensetzt, 
der dieser Zerlegung entsprechende ,,Polynomialkoeffizient** 
. \ 
d— E 3 : se 
g ) , d.i. der numerische Koeffizient des Potenz- 


Ets Eos + En ; À 
produktes af af... a’ in der Entwicklung von 


++... +a)T®. 
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Verfährt man analog mit den weiteren auf die Urformen 


(o — 1)... { —(i — 70 —1)) 

g,h,... bezüglichen Brüchen Lo : it —- ae 
À M1: M2: + + Mpr 

usf., so nimmt (IX) die Gestalt an *): 


Aû res =: 
0 E1 +++ Ep M0 Pa ses lp 50 S1 +++ Sg eee 


Mt) eh ed ane 
(— 65) 1 — No) \t — Lo, Eine: » En) Nyse 2 Tinloie ie 


Übrigens hebt sich der Faktor 4! bei Einsetzung von 
(IX a) in die Reïhe (III) wieder heraus. 

Andererseits empfiehlt es sich, die Urformen f,g,h,... 
(2) auch in den Koeffizientenreihen (a), (b), (c), -.. nicht- 
homogen zu schreiben, indem man die nach Voraussetzung 
von Null verschiedenen ersten Koeïffizienten & , b,, &,... 
gleich 1 setzt. 

Da die Dimensionen uw, », x, ... von D, in den 
(a), (b), (c), ... bekannt sind, kann man jederzeit von 
dieser nichthomogenen Schreibweise in (III) zur homo- 
genen Zzurückkehren. 

Fürsa = b=0 1 = lit nach (IV) Pme 
zusammen, die Exponenten &,, 76: Co, --. Werden ent- 
behrlich, die Differenzen © — &,, à — 70, à — 60, ... lassen 
sich nach (5a) ersetzen durch die Summen 


DC ER NE re 


Damit werden die Dimensionsrelationen (5a) über- 
üssig, und es bleibt nur noch die Gewichtsrelation (5b) 
zu berücksichtigen; (1Xa) nimmt die Gestalt an: 


(Q) , 
(1X b) A Hier pore —it(#) pi Rice Ce | O7 | eue 
Oe Oy Eys es En Mise. Jp 


Durch Einsetzen von (IXa) resp. (1Xb) in (III) ge- 
winnt man für F(x) die Darstellungen: 


*) Im Falle einer einzigen Urform f(x) führt die Darstellung 
(Xa) zu der (verallgemeinerten) polynomischen Reïhe für f#; 
umgekehrt liefert die Ausführung der Muitiplikation der einzelnen 
polynomischen Reïhen für #, g”, ... formal die allgemeine Dar- 
stellung (IXa), nur dafi auf diesem Wege die Aufstellung der 
Konvergenzbedinguug Schwierigkeiten bereitet. 
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F(x) = f“(x) g,,(@) AT(œ) . 


[ee 
ù =D ROUE an 6-#) qu... ain polo] Dr bip, 
(IIT a) De me ; F 
| lu || )' | | ou mt 
% — 0) \E —M De Ne ee ae 
rESD-UTLA, = D — 0 —Al 
F(x) = > Dr di... .,qin bin FRS bi AA 
(IITb) si 


ARS RMI ne 


#1 


wo im ersteren Falle die Exponenten &, &, ..., &; 


Nos Mis ---+ ps: --. den Dimensions- und Gewichtsbedin- 
gungen (5 a), (5b) unterliegen, im letzteren Falle die Exponen- 
DO Mie 0: Mes nur der Géwichtsbedine 
gung (5b). 


Eine Hauptanwendung gestatten die Darstellungs- 
FA 


formeln (111a), (111b) auf Integrale von der Form | F(æ) dx, 
wo æ eine willkürliche untere Grenze bedeutet; also ins- 
besondere auf alle rationalen, elliptischen und hyperellip- 
tischen Integrale. Denn die Integration der Reihe (ITT) liefert : 


T 


Œ) [F(ade -0+D 


L2 


æ æ? Re 

0 1! D, 21 ee re 1) 
o 

wo C — | F(x) dx die Integrationskonstante bedeutet. Die 

Funktionentheorie zeigt, wie sich in jedem Falle, bei ge- 

gebenen Exponenten «, », x, ... der Konvergenzbereich 

der Reiïihe (IIT’) bestimmen läfBt. Somit gilt: 

Satz I. ,,Versteht man unterf,(x), g,(x), h,(«), ..…. 
eine endliche Anzahl von binären Urformen der 
Ordnüunsentr, (D, gd, unter, v,x,1...beliebig 
gegebene Exponenten, so läfBt sich das Potenz- 
produkt F(x) — f(x) g’(x) h7(x) ... gemäB (Ta) resp. 
(ITIb) in eine Potenzreihe nach x entwickeln; 


HOME 
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durch Integration geht hieraus die entsprechende 
Reihe (III) für /F(x) dx hervor.“ 

Nach dem Vorgange von $18 (IVb) werde nun auch 
noch der ProzeB V, berücksichtigt: 


n 


Die Ordnung (Dimension) d, von F(x) in æ besitzt 
den Wert: 
(14) ds = MU Dr. 
Somit genügt F(x) gemäB $ 18 (IVb) der weiteren 
linearen partiellen Differentialgleichung: 
(XD) P,F(a)=(nu+pr+qgz+ ...)æF—ax?F'(x). 
Wendet man dies auf die Reihenentwicklung (III) 
von F(x) an, und vergleicht wieder die Koeffizienten gleich 


hoher Potenzen von x links und rechts, so gelangt man 
zu der weiteren Rekursionsformel: 


(XI) P,D;,,=(i+l)(nu+pr+qn—+...—i)a,b,e...D;, 
wo sich D;,, D;,;, auch durch Z;, Z;.;, ersetzen lassen. 


Das Integral | F(æ)dx ist im allgemeinen keine Ko- 


variante der Urformen f,g,hk,... Denn unterwirft man 
æ einer beliebigen Substitution: 
Xe D Z 
(5 PR RER EE ER 
{ ) 11 Y&+0 N ax Ô P) , 


wodurch die Form #{(x), von der Ordnung d, in æ, nach 
Heraufmultiplikation mit N% in die neue Form ®(2) über- 
gehe, so ergibt sich aus: 


(16) dr=ANsSede, 
daB vermôge (15), (16) die Identität besteht: 
(17) LP (œ) dx — À [D(e) de Ne. 


Das Integral rechterhand bleibt also dann und nur 
dann von derselben Form wie das ursprüngliche, wenn 
der Exponent von N verschwindet, wenn also: 


(18) d=nu+pr+qn+...—2 
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wird. Ist aber diese Bedingung erfüllt, so geht (17) über in: 
(XI) | D(e) az — A1 [F(x) dx, 
d. h. das Integral LF(x )dæ ist eine Kovariante der f, g, 


h,.-... vom Gewichte 1, undain den(a), (db), (Crus. 
resp. von der Dimension «, v, A, ... Setzt man das 
Integral in homogene Gestalt | F(x,, x.) (x, dx, — x, dæ), 
so erkennt man, daf es in den x,, æ die Dimension 
-Null besitzt. In diesem Faille genügt daher das Integral 
[F(xœ) dx — J(x) selbst den beiden Differentialgleichungen 

_. a) und (IVb) (S. 303), die jetzt die spezifische Gestalt 
annehmen: 
(XIV) VJ(x) = F(x), Vo J(x) = —42?F(x). 

Somit gilt: 

Satz II ,,Das Integral J(x) der Funktion 


F(x) — f(x) g;(æ) h7(æ) ... ist dann und nur dann eine 
Kovariante der Urformen f,g,h,..., wenn 
NUE Pr EQRE... —=—2 


ist. J(x) ist dann in der Variabeln von der Di- 
mension Null, in den Koeïffizientenreihen (a), (b), 
(c), ... je von der Dimension y, », x, ... und vom 
Gesamtgewicht —1. J(x) genügt den beiden li- 
nearen partiellen Differentialgleichungen (XIV).‘“ 
Aufgabe 1. Es ist zu zeigen, daB das elliptische In- 

FA 


dx 


tecral 1. Gattung J(x) = | — | = durch 
“ L | Vao + 4% +... + a, x 
0 
die Reïhenentwicklung charakterisiert ist: 
1 mea À PH CT 
J(&) = + OV +... + PR 
u Vas 2! Va G+D! Ya 
Die D,, Z,; erfüllen die Rekursionsformeln: 
22+1 2 à il 
D;=a ? Z,;, Zi di e Zi + a V Zi. 
Es wird Z, — a AG an. La, NO D => het, 
__1\-& : 19 7 ed EUX 
und AÙ — { 1) our Chen 1! ist. 


2960 se le tel 
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J(x) genügt den beiden partiellen Differentialgleichungen : 


2 1 
AE Sac V, J = —4? EN 
fa(æ) TO 
und die D,, Z; erfüllen die beiden weiteren Rekursions- 


gesetze : 


Paz (Cr1)G 2) 
FD de ie RE 


Aufgabe 2. Fortsetzung. Im besonderen ergibt 
sich für das Legendre-Jacobische Normalintegral 


da 


J(T, E) — | , für £— p., je. nachdem 
ol — 4? >) re k? a?) 
û 
der (stets gerade) Index à von der Form 4n oder 4n + 2 
ist: 
ñn = 1-7 o" al +0)? PR 1 
OZ — 5 RP TD et nr hu. ! 
(a) i(i=4n) . on+1(2 np)! (n — n)! 1 LE J \ (n Î n) 1 (4 n) 


== 0 


a Le FOUR LR ue .3. F 
NE EN ETTONe 


*(&n + 2)! 


Eine übersichtlichere Entwicklung für J (x, k) gewinnt 
man nach Potenzen von o = k?: 


Le] l € 
(ce) JC ER) = DD 0° de ; 1 : PS EE 4) (és , 


En ni PT ER RO 2 Ce 


(D) Zit=an+o = -{2(n + 7) +1 


die sich für o — 0 (d. i. 4 — 0) auf die elementarbekannte 
des Arkussinusintegrals reduziert. 

Aufgabe 3. Fortsetzung. Analog ist das Weier- 
straBsche Normalintegral zu behandeln: 


J(X; Jo, 93) 


-f da 
Ju -g 


Logarithmus einer ganzen Funktion. DieWaringschen Formeln. 319 


Man erhält schlieBlich: 


jh D it) ati ( 1 
= d'(æ; ge, 93) = > > TOITS e)0 
(a) Ke ne - 
| Ai — 2e HAN 
ru 7e 


wo B(= à die grôbte in : enthaltene ganze Zahl bedeutet. 


Sind x, g, g, reell, so unterscheide man zwei Füälle. 
Bei negativem g, sind alle in (a) auftretenden GrôBen reell; 
bei positivem g, wird sowohl 1 93 ; Wie J(%; Jo, J2) rein 
imaginär, also das Produkt reell, während auf der rechten 
Seite von (d) wieder alles reell bleibt. 

Bezüglich weiterer Ausfübrungen vergleiche man des 
Verfassers Abhandlung: Math. Ann. Bd. 66 (1908), S. 113. 


$ 20. Fertsetzung. Die Reïhenentwicklung des Logarithmus einer 
ganzen Funktion. Die Waringschen Potenzsummenformeln und 
ibre Umkehrung. 

Die in S 19 für ein Potenzprodukt binärer Urformen 
entwickelte invariantive Methode werde jetzt auf den 
natürlichen Logarithmus einer einzelnen Urform f,(x) 
übertragen. Sei wieder: 

A) HG) =utnr+an+...+a,a" (a E0, a, <O0), 


so liefert die Maclaurinsche re den Ansatz: 
Pl 
() 1 f (&) = D, = D un 


Die Koeïfizienten D; sollen wiederum aus der Tatsache 
abgeleitet werden, daf lf(x) eine absolute Kovariante 
von f(x) ist. Bedeutet F wieder den Prozel: 


re) 


C D 
(11) VF = a, ra + 2 & . +... +na un 
so ergibt sich auf Grund der allgemeinen Formel (Va) 
des $ 18 als eine Rekursionsformel für die D : 
(III) VD, = D,.:. G=0, 45) 
Man setze: s 
(IV) D; aÿ = Z;. (= da, 06) 
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Unterwirft man beide Seiten von (IV) dem Prozesse se 
so erhält man, als gleichwertig mit (III). die Rekursions- 
formel für die Z: 


(V) Zu =—imZ; +aVZ. (i=1,2, ) 
Hieraus schlieBt man, wie in $ 19, daB Z; in den «a 


ganzrational ist, von der Dimension à und vom Gewichte :. 
Demnach ist Z; ein Aggregat von der Struktur: 


(VI) 7; — Hi & ai PE sc a; ? 

wo die A® numerisch sind und die # natürliche Zahlen 
(inkl. O0), die den beiden Bedingungen unterliegen: 

(2 a) og ta +... + —=t, 

(2b) l'a +2&e +... +ne =i. 


Rechnet man die Aggregate Z; für die niedrigsten 
Werte von à aus und achtet andererseits auf die Struktur 
der Rekursionsformel (V), so wird man behufs Bestimmung 
der AŸ in (VI) zu dem Ansatze geleitet: 


ee x 
(VII) A = (—1})- (+1) 5! Ki — (eo +1)! ; 


ue 6 dite beers,t 


Der Beweis wird wieder mittels vollständiger In- 
duktion erbracht. Die Formel (VIT) gelte bis zu einem 
Index ?. Man greife aus Z;,, irgendein Glied 


4. (à + 1) €0 #E1 € 
G — ARE CAC RC A PC 


heraus; dieses ist von der Dimension à +1 und vom Ge- 
wichte à +1 in den a, so daB hinsichtlich der & in G in 
(2a), (2b) der Index à durch à +1 zu ersetzen ist. 

Dann lassen sich auf Grund von (V) diejenigen Glieder 
von Z; angeben, aus denen durch Ausübung wenigstens 
eines der auf der rechten Seite von (V) auftretenden Teil- 

A A] 


. Ce (0) 
TOZOSSO ET Gi 0 Gien: AU) de ee, ee UC 
p 1: d 10 ? hr ar ; 0 An EP 
jedesmal das zu & gehôrige Potenzprodukt af an ... 1, 


hervorgeht. | 

Die Summe aller numerischen Koeffizienten A@ jener 
Glieder von Z; muB den gesuchten Koeffizienten AC+1) 
von @ ergeben. Die in Rede stehenden Potenzprodukte 


3) 
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sind nebst den zugehôürigen Teilprozessen und numerischen 
Beiïträgen in folgender Tabelle zusammengestellt: 


» En 


Potenzprodukte in Z; Teilprozesse | Numerische Beiträge 
TN 
& na-1 e 7 ;) AD 
aan ”... an | a C ps i) (& — À) AE ER. n 
Eo—1l yEi+l yE—1 En | 7 | 
as a: a : . 4, n | 2 2 do EPA 2(e, + 1) A NU = ln en 
| 
ae -laagatlags-1,, ar | 3 a, à LR 3 (e + 1) A 
0 1 M 3 RP 8 0 À a. €o—l;E1;Eotl,es-1,. 
2 | 
a” la a?- 1+Tqin = n à ( s | 1 A% 
0 ROLL n do a | N(En-1+1) eo ds és En 1 +1, 


Wendet man auf die einzelnen A jeweils die Formel 
(VII) an und bringt jede derselben auf den gemeinsamen 
Nenner £,!&!...6,!, so hebt sich aus der Summe der 
numerischen Beiträge einmal der gemeinsame Faktor 

re )ifl 
=D APS. .18,1 
Restfaktor das Aggregat 1-e +26 +...+mne,, das nach 
Voraussetzung den Wert à +1 hat. Somit ergibt sich für 
den gesuchten Koeffizienten A(+1): 


bheraus, andererseits verbleibt als 


(+1) EN ! G — &)! 
(S) 200 mate ES . Altea se 
d.i. aber, da —e, —(i+1)—(e, +1), der Ausdruck (VII) 
für den Index ? +1. 
Die hiermit bewiesene Darstellungsformel (VII) läBt 
noch zwei Umgestaltungen zu. Da gemäB (2a) 


1 —=4+a +... +e, 


so wird 
(à — & —1!) (à — &)! 1 i—& | il 

+ Mes = DREUX, 
UE NN Net El VRETES Ets + +9 En VERS 


wo der Faktor von der der Zerlegung (2a) von 


1—& 
4 — & entsprechende Polynomialkoeffizient von à — &, ist. 
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Damit geht (VII) über in: 
i—E 1! 
/ (à) —_ {__{\i-(0+1) 0 )— k 
MA ORNE Ten 


Andererseits empfiehlt es sich, wie in $ 19, die Urform f(x) 
auch in den a nichthomogen, mit a, —1, zu schreiben, 
wobei gemäB (IV) D; mit Z; zusammenfällt. Setzt man 
zur Abkürzung: 


(5) TE EE a mi 


und bezeichnet den Koeffizienten (VII) jetzt mit ARE 
so kommt: 


IL") A0 = CE pays ? É 


Eten AN ee \Eys es En/ © 


wo nunmehr die &,, &,..., € nur noch an die Gewichts- 
relation (2b) gebunden sind. Vermôge (IV), (VI), (VII), 
(VIT), (VII”) wird die explizite Reihenentwicklung (1) 
von lf(x): 


VIIT) 1 f(æ) = > —1)-50-19 at a... an he. 
( ) 1f(@)=1& HD, (1) ON ÉTUES Cortes 


1=1 6061... En 


wo die &,, &, ..., &, den Relationen (2a), (2b) unterliegen, 
Tesp. Iür 4, — 1: 


GI H@=T Diag. af 7 | 


d=1 €1... €» 
(0 = HR SES 


wo die &,, ..., & lediglich der Gewichtsrelation (2b) zu ge- 
nügen haben. 

Demnach gilt: 

Satz I. ,,I1st f,(x) (1) eine vorgelegte binäre Ur- 
form (a +0, a, +0), so gestattet f(x) die Reihen- 
entwicklung (VIII), resp. für a, —1 die Entwick- 
lung (VIII). Hieraus geht durch Differentiation 


jt) hervor, indem 


œ 
man in (VIII) resp. (VIILI’) überall a durch ia-! 
ersetzt. 


die entsprechende Reihe für 
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Die Darstellung (VIII) werde zu den Wurzeln von f(x) 
und deren Potenzsummen in Beziehung gesetzt. Nach 
dem Fundamentalsatze der Algebra*) hat eine Form f(x) 
ANWUursIPe 0, 0, 60 dab (a) =0(—1,2,...,2), 
und es besteht die Identität: 

(IX) fa) = a (1 : ] (1 Ss | pe h-+). 


Yi X9 Xn 


Hieraus ergibt sich durch Logarithmierung: 
1f(&) = 14 +D'(1 - _ 
TL Xp 
und sodann durch Differentiation nach x: 
f'(@) Se 1 
, : e , 
Yy 


wo auf die linke Seite der Satz I anzuwenden ist. 

Man entwickle die rechte Seite ebenfalls in eine Reiïhe 
nach steigenden Potenzen von x. Die geometrische Reïhe 
liefert zunächst, unter der Voraussetzung là, > |æ|, für 


(X) 


ein einzelnes Glied 1 — Le 
Ed! 
a æ x? aol 
1 = 1 + re em li dore a non 
Xe % x we 


1 
also nach Multiplikation mit — —: 


, 
il 1 Re: æ x? ee 
Gr 4 © D CE NT TN ai 
Xy 
Summiert man über alle n Wurzeln x, von f(x), wobei 
der absolute Betrag von x kleiner anzunehmen ist als 
der von irgendeinem «,, und bezeichnet die Summe der 
iten Potenzen der x mit s;, die der (—:)ten Potenzen 
mitiss- 


ñn ñn 1 
(6) 2 Sim > C2 si = 7, (=1,2,3,...) 
ire nil \ 
*) Vgl. diese Sammlung, Bd. VI ,,Algebra‘“, von O. Pund, $ 93. 
DE 


= 
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1 (@ 
so entsteht aus (X) eine zweite Reihenentwicklung für _ = 
tn Le, posts Aisne 

f(x) 
f’(&) 
d. h. in der Entwicklung von ta) nach steigenden 


Potenzen von x ist der Koeïfizient von + gleich der 
Summe der (—i)ten Potenzen der Wurzeln von f(x). 
Andererseits hat man auf Grund von Satz I für den 


Koeffizienten von a* in Li einen Ausdruck in den 
Koeffizienten a von f. Da beide Ausdrücke überein- 
stimmen müssen, so folgt die Darstellung von s_; durch 


die a: 


à Re 


SN ts 
A / £ Ej* Eg: + - + En: 


Hieraus geht die korrespondierende Formel für die 
Summe s; der ten Potenzen der x unmittelbar hervor, 
indem man je zwei symmetrisch gelegene Koeffizienten 
a; Und a4y_8 (8 —0,1,...,n) vertauscht; denn hierdurch 
.gehen die Wurzeln æ in ihre reziproken Werte über und 
die rechte Seite von (XII) ist in den a homogen von der 
Dimension Null. 

Da man indessen gewôhnt ist, die Darstellung von s; 
als die primäre anzusehen, so empfiehlt es sich, die Be- 
zeichnung von / (x) in (1) dahin abzuändern, daB gesetzt wird: 


(12) f(@) = aa" + mal +... Ha. (& +0, a, +0) 


Dann wird die rechte Seite von (XII) gerade der 
Ausdruck für s;: 
1\e à — Ep — 1)! 
(XIII) Sj —= (- | 12 (—1)® ao ai .. an Css 
wo die Exponenten &,, &,...,e, alle nichtnegativen ganz- 
zahligen Lüsungen der Relationen (2a), (2b) durchlaufen; 
wie oben vereinfacht sich (XIII) für à, —1. Umgekehrt, 


vertauscht man auf der rechten Seite von (XIII) wiederum 
jedes a, mit 4,_,, So geht linkerhand s; in s_;, über. 
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Die Fundamentalformel (XIII) heiBt die Waringsche 
Formel*). Es gilt demnach: 

Satz II. ,,Die explizite Darstellung der iten 
Potenzsumme s; (—1, 2,...) der Wurzeln « einer 
Form f(x) = a," + ax"-!+...+ a, vermôüge der Ko- 
effizienten a wird durch die Waringsche Formel 
(XIII) geleistet: durch Vertauschung je zweier 
symmetrisch gelegener Koeffizienten a, und @&_,; 
entsteht die korrespondierende Formel für die 
Summes_; der (—i)ten Potenzen der Wurzeln von f. 
Die Waringsche Formel ist als eine direkte Folge 
der Grundtatsache anzusehen, da f(x) eine (ab- 
solute) Kovariänte der Urform f(x) ist. 

Der Vollständigkeit halber sei auch der Weg an- 
gegeben, der mittels (VIII) direkt zur Waringschen 
Formel (XIII) für die s; führt, ohne erst die Formel für 
s_; zu bilden. Man gehe von der neuen Bezeichnung (1”) 
von f und der dementsprechenden Zerlegung von f in 
Linearfaktoren x — x, aus: 


(L) f(x) = aa" +aat-1+... Fa = at — x)... (2— 4), 


und benütze daneben die alte Bezeichnung (1), wobei man 
der Deutlichkeit halber eine andere Variable y und ein 
anderes Funktionszeichen œ(y) wähle: 


(1) E(Y) = à + y +... +ay". 
Unter Annahme der Relation: 
(7) DATE À 
wird ersichtlich : 
(8) fl) = ae — à)... (& — à) = a" p(y). 
Logarithmiert man wieder und differenziert sodann 
F dy La 
nach x, so kommt, da y’ — Ft Pan 
fe 1 n y pv) 
9 == == 
® cu 


*) Ed. Waring, Miscellanea analytica de aequationibus al- 
gebraicis et curvarum proprietatibus, Cambridge 1762, p. 1, und 
Meditationes algebraicae, Cambridge 1782, p. 1. 
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so daf die Identität gilt: 
rt p'(y) 
XIV = =, 
te _ ue "pt 
œ 

Entwickelt man links wieder jedes Glied der Summe 
nach der geometrischen Reïhe, wo jetzt behufs Konver- 
genz umgekehrt der absolute Betrag von + grôber als der 
irgendeines 4, anzunehmen ist: 


it ay + ag + INT GETEEREE 
JET 
æ 
und summiert über alle Wurzeln &, so lehrt (XIV), daB 
der Koeffizient s; von y übereinstimmt mit dem Koef- 
fizienten von —g' ! in nt das führt aber auf Grund 
von (VIII) zur Waringschen Formel (XIII). 

Es werde nunmehr die Umkehrung der Formel 
(XIIT) in Angriff genommen, d. i. die Aufgabe, die Koef- 
fizienten «a von f(x) durch die Potenzsummen s der 
Wurzeln «x auszudrücken. Zu dem Behuf multipliziere 
man in (XIII) mit dem Nenner (—a,) herauf, so kommt: 


ais a... an 


ata) | (ao) si = 2 a) — 6 — 1)! 
(i =1, 2, ele 


wo die natürlichen Exponenten &(= 0) an die beiden Re- 
lationen (2a), (2b) der Homogenität und des Isobarismus 
gebunden waren: 


te TT 


(2a) D Fu +... + —t, 
(2b) la +28 +... Emner =1. 

Die rechte Seite von (XIIIa), wo «, der Reihe nach 
der Werte 0, 1,..., à —1 fähig ist, ordne man nach steigen- 


den Potenzen von —a,: 

| (— a} 8; — P9 — do PŸ , + aë pee ENT 

(SL) aiPh El a Pe 
wobei der untere Index irgendeines der Koeffizienten P 
die Dimension in den a, &æ, ..., a, angibt, der obere 


(11) 
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Index das konstante Gewicht à. Gemäf (XIITa) ist das 


Aggregat P® ,(r — 0, 1,..., i —1) bestimmt durch: 
an dE... din 

CNE ET ES Ses 

dm El 69! +. . En! 
wo nunmehr die #,, &, ..., &, den beiden Relationen zu 
genügen haben: 
(13 a) a +æ+... Fair, 
(13b) l:a+2a& +... +ne =i. 


Andererseits ziehe man die polynomische Entwicklung *) 
heran: 


di dr . AU 
(14) (a, + as +... + a,)= = (i-nD< 


Mr 
&! &! ere 


hier erstreckt sich die Summe auf alle nichtnegativen, 
ganzzahligen &,, &, ...,e, die lediglich der Bedingung 
(13a) der Homogenität unterliegen. Greift man aus der 
Entwicklung (14) das Teilaggregat R!, aller der Glieder 
beraus, die das feste Gewicht à besitzen, so tritt für dieses 
Teilaggregat noch die Bedingung (13b) des Isobarismus 
hinzu; es ist somit: 


: a’: are an 
(15) BR, = (i— r)! ie ue 


alét ant 


mit den beiden Bedingungen (13a), (13b) für die £. Aus 
der Vergleichung von (15) mit (12) folgt die Beziehung: 
(16) PP = RO, 1, 5 1) 
Mit Einführung der R statt der P nimmt die Wa- 
ringsche Formel (XIII) resp. (XIIIa), wenn man hinter- 
her wieder a, —1 nimmt, die Gestalt an: 
; 8; RE RP 
nr DT ON ET 
pe 2 ! R® 
RD ee ON lon de 


*) Vgl. diese Sammlung Bd. V ,,Niedere Analysis I“, von 
H. Schubert, $ 6. 
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oder auch, nach Division mit (—1) !, und vermôüge um- . 
gekehrter Anordnung der rechten Seite: 

—s _ RŸ _ 

HORS 2 


(XIII D) 


@) R® 


ed . UE md 


Damit ist zunächst bewiesen: 

Satz IIL ,,Bezeichnet man die Summe 
a+aæ+...+a mit À, und bildet die beliebig 
weit fortgesetzte Entwicklung: 

AA AS 


(17) 


entwickelt hier wiederum jede Potenz von À gemäB 
(14) und ordnet (17) alsdann nach Aggregaten 


steigenden Gewichtes (1,2,...,1t,...), so entsteht 
die Entwicklung nach Potenzsummen: 
ë 8 S; 
1 —"! Ca) 2 Ée ane Lr = Tata 'e me 
5 fl 2 î 


Man beachte hierbei, daB in der Entwicklung (14) 
das kleinste Gewicht vom Gliede a” herrührt; in der 
Entwicklung (17) kommen daher Glieder vom Gewichte à 
hôchstens noch in A vor. 

Der Satz IIT ist mit der Waringschen Formel (XIII) 
gleichwertig, da letztere rückwärts aus ersterem folgt. 
Nun ist die unbegrenzt gedachte Entwicklung (17) formal 
die logarithmische Reïhe für Z/(1+ A), oder auch, da 
1+4=7/(1), für 1{f(1)}. Nimmt man |A| <1, so kon- 
vergiert (17) absolut. Der Satz III gestattet daher auch 
folgende Fassung: 

Satz IIT. ,,Entwickelt man für |f(1)| <2 
1{f(1)} nach steigenden Dimensionen in 4, @&,..., 4») 
und ordnet sodann nach Aggregaten steigenden 
Gewichts (1, 2,...1,.,.), so entsteht die Reihe-. 

8 


CV) {OL + 


Logarithmus einer ganzen Funktion. DieWaringschen Formeln. 329 


Auch in dieser Form ist der Satz mit der Waringschen 
Formel (XIII) äquivalent; denn gilt letztere für alle Wert- 
Systeme der a, @&, ..., dän, für die [a + @ + ... +a,| <1, 
so gilt sie auch für beliebige Werte der «. 

Behufs Umkehrung von (XIII) hat man somit nur 
(XV) umzukehren. Damit die Reiïhe (XV) absolut kon- 
vergiere, wähle man die Wurzeln x von f(x) so, daB das 
Cauchysche Kriterium *) erfüllt ist, daB also von einem 
genügend hohen m ab der Quotient: 

/ \m+il fn \m+i 
Fa ME etre en 
(19)  - 3 - 


ee 4 X9 \m Ge me 
A Eu re Le 
C1 Yi 


unter einen vorgegebenen positiven echten Bruch € sinkt. 
Man unterwerfe daher die «x auch noch den Unglei- 

chungen: 

(20) % <E ; X9 < |%; ’ X3 < ||; °..; CABRACAE 
Es bezeichne S die Summe der Reihe (XV): 


< TU De Si Sn 

(21) nn", een. ee 

so liefert die Umkehrung von (XV): 

(XVI) A = "65 —1, : 


Hier gestattet die rechte Seite die absolut konvergente 


Entwicklung: 
. Û S2 3 _.. 
DOUNIA == ET — 1 La È +... +(—1)-1 


11 OT 41 Le 


il — 


und es gilt demnach: 

Satz IV. ,,Entwickelt man die rechte Seite von 
(XVI) gemäB (XVII) nach steigenden Dimensionen 
der a, indem man jede Potenz der hinreichend 
weit fortgesetzten Reihe (21) für S nach dem po- 
lynomischen Satze entwickelt, und ordnet vwie- 
derum nach Aggregaten steigenden Gewichtes 
(1,2,...41,...),so ergibtsich À = a + &æ +...+a, 
wo n beliebig hoch genommen werden darf.* 


*) Vgl. diese Sammlung, Bd. X, $ 22, S. 331. 
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Hieraus geht die gesuchte Umkehrung der Waringe 
schen Formel (XIII) hervor: 

Satz V. ,,Der Koeffizient a; von +’ in /(x) drückt 
sich durch die Potenzsummen s der Wurzeln «x von 
f(x) explizite aus nach dem Gesetze: 


DE y". " ch 
(XVII) a; — ÉLRNE AT e DD RE 


CRE 


wo die natürlichen Zahlen (inkl. 0) s den Bedin- 
gungen (13a), (13b) unterliegen.“ 

Es gilt dabei die analoge Bemerkung wie oben, daf 
man, um a; zu erhalten, in der Reïhe (XVII) nicht über 
das Glied mit S° hinauszugehen braucht. 

Der eingeschlagene Weg läBt sich rückwärts durch- 
laufen und liefert zu (XVIII) wieder die Umkehrung (XIII). 

Sieht man von dem Umstande ab, daB bei der obigen 
Ableitung der Waringschen Formel (XIII) der erkenntnis- 
theoretische Grund darin lag, daB 7f(x) eine (absolute) 
Kovariante von f(x) ist, so kann man zu (XIII) und der 
Umkehrung (XVIII) kürzer*) so gelangen. 

Man gehe direkt von der GauBschen Zerlegung (8) 
der Form f(x) (für a, —1) aus: 


® ÿ — mn" a % An 
a fo=w (+++... +) 


=» |1 = #1) Li =) 7. nr 


Durch Logarithmierung folgt: 
a tr a E a 
où 1+h+#s.. 44) =suf%) 
(9) h+h+hs +) =>). 


Auf der rechten Seite entwickle man jedes Glied, 
anstatt wie oben erst zu differenzieren, unmittelbar nach 
der logarithmischen Reïhe**), wobei behufs absoluter Kon- 


. *) Auf diese Vereinfachung hat mich, nach Kenntnisnahme 
obiger Entwicklung, Herr L. Saalschütz aufmerksam gemacht. 
**) Vgl. diese Sammlung, Bd. X, $ 20, S. 270. 
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vergenz wieder |æ| > &, (r—1, 2, ..., n) angenommen 
werde: 
1(1— | Gr _ ar 
| x HIS Shi DE. 


Summiert man über alle «x, und schreibt gemäf (7) 
1 
y jür D 0 geht (9) über in: 
L (1 ce dy # do y? + COR + An Y”) 


= —8,Y — SY2—... — 8;Y" 


(9°) 


Setzt man links zur Abkürzung: 
(22) A=ay+ay +... +ay" 


und entwickelt auch Z(1<+ A) nach der logarithmischen 
Reïhe: 


FR Le 
+... +(-1ÿ li +, 


A 
DEN 
1 r 


(23) ; 


A 
ee a 


wo behufs absoluter Konvergenz |\y| so klein angenommen 
werde, da |A <1 ausfällt, so liefert die Gleichsetzung 
der rechten Seiten von (9’) und (23) eine Verallgemeine- 
rung des Satzes IIT, der formal für æ —1 daraus ent- 
springt. 

Die Einführung des veränderlichen Elementes x bietet 
jetzt einmal den Vorteil, daB die Konvergenzbedingungen 
bez. (9’) und (23) bequemer lauten, sodann den weiteren, 
daB das in Satz IIT angegebene Verfahren der Anordnung 
von (23) (für & —1) nach Aggregaten steigenden Gewichtes 
(1, 2,...1,...) in den a dadurch ersetzbar wird, daB 
man (23) nach steigenden Potenzen von y entwickelt und 
alsdann auf den rechten Seiten von (9’) und (23) die Ko- 
effizienten derselben Potenz y vergleicht. 

Dies beruht auf dem, aus dem Begriffe des Gewichts 
unmittelbar folgenden Hilfssatze: 

__ Satz VI. ,,Entwickelt man (ay + a y?+...+a,y") 
(r—=1,2,...) nach dem polynomischen Satze (14), 
und ordnet nach steigenden Potenzen von y, So 
wird der Koeffizient von y gebildet durch das 
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Aggregat D . : : ; . , wo über alle nichtnega- 
tiven ganzzahligenszu summieren ist, deren Summe 
gleich r, und deren Gewicht 1: +2:& +...+mne 
gleich à ist.“ 

Vermôge (VI) geht aus (9°) und (23) sofort die Waring- 
sche Formel (XIII) hervor, und wenn man wieder beide 
rechte Seiten zu Exponenten von e macht: 

(24) 1 A — 6 nr nf eee ; 

und rechts nach der Exponentialreihe entwickelt, wiederum 
auf Grund des Satzes VI, die Umkehrung (XVIII). 

| Zum Schlusse sei darauf hingewiesen, daf man die 

Formeln (XIII) und (XVIII) in einer anderen Fassung 

aussprechen kann, die die Kenntnis des Fundamentalsatzes 

der Algebra nicht voraussetzt. 

Man betrachte «,, à, ,..., a, als n unabhängige Va- 
riable und bilde deren ,,elementarsymmetrische‘* Funk- 


tionen e;: 
ñn 


ii 
ÉD = dsl Ta, 


r=1 
n ” 
E = 2, 2,8 = A Xe + A Ng + Xe Na + .,(r+s) 
rs 1 
(25) ar 
MNT gi 
é =D DD re 0 = Ai Ges EF Cite Ge Où Ds a 
= À 
+ As A3 +... , œ+s+t) 
CRE de 


Bedeutet dann x eine weitere Variable und f(x) die 
Form (& — àx;) (x — x)... (æ — a;), so erscheint jetzt die 
GauBsche Zerlegungsidentität (8), wie die Ausmultipli- 
kation lehrt, als unmittelbare Folge der Definitionen (25): 


| f(@) = (& — à) (x — à)... (æ— à) 
(26) ET TT Me et 
(RE a 


Demnach gelten nach obigem zwischen den Potenz- 
summen 8; (—1, 2, ...) der à und den GrôBen (—1}e, 
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dieselben Relationen, die in (XIII) und (XVIII) für die 
s; und a; aufgestellt waren, wenn man nichthomogen 
&) — 1 setzt. Hierbei tritt in (XIII) noch eine Schwierig- 
keit auf. Vereinigt man rechterhand in jedem Gliede die 
von den GrôBen (—1)*e; herrührenden negativen Vorzeichen, 
- so tritt der Faktor (—1}1+5+5%+.. hinzu. 

Um zu entscheiden, wann dieser Faktor die positive 
resp. negative Einheit darstellt, ziehe man die Relationen 
(2a), (2b) heran: 


(2a) rat. Fat, 
(2b) lea +28 +...Lmne, =. 
Durch Subtraktion folgt: 
le +2e +3 +...L(n —1)e, = —6&, 


und hieraus, daB die Summe der & mit geradem Index 
(inkl. 0) eine gerade Zahl ist. Setzt man dies Ergebnis in 
(2a) ein, so erkennt man, daB die Summe der & mit un- 
geradem Index stets zugleich mit à gerade oder ungerade 
ist, d. h. man bat: 


(27) (— 1 jateste+ _ (—1} ; 
Setzt man a, —1, und wie in (5): 
(5) CO +ée +e +... +e, 
so geht (XIII) über in: 
. Go! i-6 ef er UT Pi 
Pre nn Ê Der 


während (XVIII) ohne weiteres die Umkehrung liefert: 


(&X) era STE | 


wo beidemal die Exponenten &,, &, .:.., € nur npch an 
die Gewichtsrelation (2b) gebunden sind. Damit ist be- 
wiesen : 

Satz VII ,,Die elementarsymmetrischen Funk- 
tionen e(k—1, 2,...n) von n GrôBen « drücken 
sich durch die Potenzsummen s; (â—1,2,...n) 
der x vermôüge (XX) aus, und umgekehrt die s, 
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=1,2,...,n,...) durch die & (k—1, 2; ...,n) 
vermôüge (XIX).‘ 

Aufgabe 1. Die Formeln (XII), (XIII), (XVIII) sind 
der Reïhe nach für die Werte 1, 2, ..., 6 des Index 2 
explizite zu entwickeln. 

Aufgabe 2. Der polynomische Satz ist der Reihe 
nach für eine Summe von drei, vier, fünf Gliedern und 
für die Werte 2, 3, 4, 5 des Exponenten aufzustellen. 

Aufgabe 3. Es werde die zu (XIX) analoge Formel 
für die s_; auf Grund von (XII) aufgestellt. 


Kapitel IV. 
Die Invarianten als symmetrische Funktionen der Wurzeln. 


$ 21. Symmetrische Funktiouen.*) 
In $ 20 wurden die Potenzsummen s,; = àf + œi + ...—+ ai 


(i—1, 2, ...) von n GrôBen «, ganzrational ausgedrückt 
in den elementarsymmetrischen Verbindungen e, der «: 
Me =D dite 2 Cao crie Goes CU I CDN 


s; sind ,,symmetrische‘ Funktionen der x, da sie sich 
nicht ändern, wenn man die « irgendwie permutiert; zu- 
gleich heiBt s; ,,einformig‘, da sie aus einer einzelnen Po- 
tenz af dadurch hervorgeht, daB man den Index r die 
Werte 1, 2,...,n durchlaufen läBt und die Summe dieser 
n Potenzen bildet. 

Analog gelangt man zu einer ,,zweifôrmigen symme- 
trischen‘* Funktion s;; der «, wenn man von einem Potenz- 
produkt «x «x ausgeht, wo r, s zwei verschiedene der 
Zahlen 1, 2,...,n bedeuten, und auch die natürlichen 
Exponenten à, k vorderhand verschieden seien; lä8t man 
in æ,af das Paar (r,s) alle n(n —1) Variationen der n 
Elemente 1, 2,...,n zur zweiten Klasse durchlaufen und 
summiert, SO wird 5,7: 


Six = Xi (+ + à$ + af +... + a) 
(1) + a (Gt + + a+... Lol +. 
+ af (af + ai + ...+ ak; +), 


*) Vgl. diese Sammlung, Bd. VI ,Algebra“ von O. Pund, 8100. 
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Füllt man innerhalb der Klammern die durch Punkte 
angedeuteten Lücken der Reïhe nach durch «f, ak, ..., x} 
aus, wodurch jede Klammer in s; übergeht, und zieht 
hinterher die Summe der so in s;, eingeführten Glieder 


Qt E QE LE + ait = s;,, wieder ab, so entsteht das 
Gesetz: 
(2) Sir = Si 8x — Si+x *) » 


womit eine zweifürmige Funktion s;, auf einfôürmige zurück- 
geführt ist. Ist im besonderen à — k, so stimmen in s;; 
je zwei Glieder ax ai und «a. überein; bezeichnet man 
n(n —1) 


> 


[4] 


mit 6;; die Summe dieser untereinander verschie- 


denen Potenzprodukte, so erleidet die Formel (2) nur die 
geringe Modifikation: 
(27) Sii = 2 Gi 85 — 8: 

Damit ist auch jede zweifôrmige symmetrische Funktion 
Six TESP. S;; = 26;; durch die €, ganzrational darstellbar. 

Dies Ergebnis soll allgemein für k-fôrmige symmetrische 
Funktionen der x nachgewiesen werden. 

Man bilde das Potenzprodukt ai x ... ae , Wo die 
k(£n) Indizes r,, r:, ..., r; irgend # verschiedene der 
Zahlen 1, 2,...,n bedeuten und die Exponenten 2, , &,...,%y 
natürliche Zahlen, die vorderhand voneinander verschieden 
seien. 

LäBt man die Komplexion (r,, r, ..., 7) alle 
n(n—1)...(n—k+1) Variationen der n Elemente 1, 

, -.., n zur kten Klasse durchlaufen und addiert sämt- 
liche so entstehenden Potenzprodukte, so erwächst eine 
»k-fürmige symmetrische‘* Funktion s,;:,..:, der x. 

Fallen von den k Exponenten 1,, % , ...,tzusammen, 

so daB etwa ti, — i, —...7,, So stimmen in A PE je- 
rs 

weils {! Glieder überein, in denen die nämlichen Indizes r,, 

2... 7, nur untereinander permutiert werden. Bezeichnet 

n(n—1)...(n—k+1) 
1! 


man das Aggregat der so verbleibenden 


*) Das allgemeine Gesetz rührt von Ed. Waring her, Mise. 
anal. p. 6, und Med. alg. p. 8 (s. das Zitat auf $. 325). 
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verschiedenen Glieder mit oji...u, 1...» 
os, ‘ 


so geht diese 


: 
k-fôrmige Funktion durch Multiplikation mit {! in die ent- 
sprechende ursprüngliche über. 

Dieser ProzeB kann sich wiederholen. Es môgen 
von den # — + Indizes i,,,...1, Wiederum % zusammen- 
fallen, etwa ü,1 = io = ...—ù,,, 80 stimmen nunmehr 
int 55. jeweils f!u! Glieder überein, 


D ED PP 
t 
u 


und bezeichnet man das Aggregat der so verbleibenden 


nine... (n- (KE) 
De 


verschiedenen Glieder, indem man wiederum den Buch- 
staben s durch o ersetzt, so geht der Wert der letzteren 
GrôBe durch Multiplikation mit {!«! in den der ersteren 
über usf. 

Man nehme jetzt an, daB jede (k — 1)-fôrmige sym- 
metrische Funktion, wo die 4 —1 Exponenten auch be- 
liebig teilweise übereinstimmen dürfen, ganzrational durch 
die e ausdrückbar sei und zeige das Entsprechende für 


eine k-fôrmige symmetrische Funktion 5,:,..:,. Man greife 
aus dieser irgendein Glied aë a ...x%-1.4* heraus, halte 
1 a LS | k 


die ersten % — 1 Faktoren fest, während im letzten Faktor 
x,* der Index 4 die noch übrigen » — (4 —1) Werte r#, 
Tk+15 --., " durchlaufe und addiere diese Potenzprodukte; 


sodann AT man den Klammerfaktor a e à Mur 
+ 
+ à fest Je PAUSE in dem ee Potenz- 


produkte Ce Re Dee : die k — 1 unteren Indizes auf alle 
(k — 1)! Weisen nl bilde wiederum die SRE) Nunmebr 
“ergänze man den Klammerfaktor ax} + @, a + 
durch Aufnahme der Summe «/ FL a +. Due à Wo- 
durch er zur Potenzsumme Si, DL Wiederholt man dies 
Verfahren für alle Aggregate analoger Struktur und zieht 
hinterher die Gesamtheïit der so in s eingeschalteten Glie- 


der wieder ab, so nimmt die vorgelegte Funktion die Ge- 
stalt an: 
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Sésta.. 18 — Sisiaig à Si FN Le 

(eo) RER A OR ASS DEL TR RE DE 
DR ET A NS IST 

wodurch sie, abgesehen von der einfôrmigen Funktion Sig» 
auf lauter (k —1)-f‘rmige zurückgeführt ist. Sooft in den 
letzteren, sowie in der linken Seite von (1) gewisse Indizes- 
reihen der ? zusammenfallen, führe man gemäB der obigen 
Regel durch Multiplikation bezüglicher Fakultäten jede 
der ,,s-Funktionen‘* in die korrespondierende ,,0-Funktion‘* 
über. 

Damit ist bewiesen: 

Satz I. ,Jede k-fôrmige (k—1,2,...<n) sym- 
metrische Funktion von n Variabeln &;, %, ..., On 
1ä6t sich ganzrational durch dieelementarsymme- 
trischen Verbindungen e,, & ,...,e, darstellen.“ 

Dieser Satz ist weiter auf eine beliebige ganzrationale 
symmetrische Funktion S der x ausdehnbar. In S môgen 
Produkte von hôüthstens Æ(< n) Potenzen verschiedener x 
vorkommen. 

Man greife irgendein Glied aus S heraus, das ein 
Produkt von À(< k) Potenzen der « sei, so erzeugt dieses 
Glied nach obigem eine bestimmte À-fôrmige symmetrische 
Funktion, die als Teilaggregat in S enthalten sein mus. 
Ist damit $ noch nicht erschôpft, so fahre man in der- 
selben Weise fort, so zerlegt sich ersichtlich S in eine 


endliche Anzahl resp. 1-, ,-, À-, ...fürmiger symmetri- 
scher Funktionen (1, À, À, ...<k), auf die der Reïhe 
nach Satz I anwendbar ist. Somit gilt allgemein: 

Satz II. ,Jede ganzrationale symmetrische 
Funktion der x,;, &, ..., à ist als ganzrationale 
Funktion der elementarsymmetrischen Verbin- 
dungen &,&,..., €, darstellbar.* 


Aufgabe 1. Die Formeln (2), (2’) sind der Reïhe nach 
auf drei, vier, fünf ungleiche resp. teilweise gleiche Indizes 
auszudehnen. 

Aufgabe 2. Unter den symmetrischen Funktionen 
einer Reihe (resp. mehrerer Reïhen) von Variabeln ist für 
die Algebra und Geometrie von besonderer Wichtigkeit 
die spezielle Klasse der identisch verschwindenden, die 


Meyer, Allgemeine Formen- und Invariantentheorie I. 22 
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also ihren Wert Null bei beliebiger Vertauschung der Va- 
riabeln (resp. der Variabelnreïhen) nicht ändern, da sie 
eben für willkürliche Werte der Variabeln verschwinden. 

Hierher gehôrt u. à. die in S8 (D), S. 107 aufgeführte 
Funktion von vier Variabeln 2, à, À, d,: 


( — À) (3 — À) + (4 — 3) (li — À) 
+ (i— À) (& — d) =0, 


oder auch, homogen geschrieben, als Funktion der beiden 
Variabelnreïben x, 2%, 2, %13 Us Yo, Ya > Us, IUT 


(1) 


Dir = MYr — M Yi: 
(1°) Pie Psa + Pis Pao À Pia Pos — 0. 


Von W. Clifford*) rührt eine Verallgemeinerung her, 
die abgeleitet werden soll. 

Es liegen drei Variabelnreihen *,, y,, 2, (r—1i, k, 
l,m,n,p=1,2, 3, 4, 5.6) vor; unter (K1) 7 °B.5se 
die Determinante |4,y,2,, (r — ti, k,1l) verstanden. Dann 
lautet die in Rede stehende indentisch verschwindende 
symmetrische Funktion: 


(ik1l) (mnp) — (ik m) (np) + (ikn) (1m p) 
— (ikp) (mn) = 0. 


Man führt den Beweis entweder so, daf man (I) zu- 
nächst in nichthomogener Form schreibt, indem man 
etwa sämtliche 2 gleich Eins setzt, und alsdann nach den 
Dix = ViYr — 2; uSi. entwickelt, so daB z. B. 


GK) (mnp) = (Dix + Per + Pui) (Pnn + Pnp + Pom) 


(1) 


wird. 

In dem Aggregate dieser 4-9 = 36 Glieder verschwin- 
det einmal der Koeffizient von p;, für sich, andererseits 
läBt sich das Aggregat der verbleibenden 24 Glieder in 
8 Tripel anordnen, deren jedes von der Struktur (1’) ist. 

Kürzer und leichter verallgemeinerungsfähig verfährt 
man indessen so, daB man irgendeines der sechs GrôBen- 
tripel, z. B. (œ;y;2;) — (x), als variabel, die übrigen als kon- 


*) w. Clifford, London Math. Soc. Proc. 2 (1869), S. 8. 
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stant auffaBt und alsdann die Identität der beiden Linear- 
formen 
5 f A —=(xkl) (mnp) —(xkm) (In), 
2 B=(xkp) (mn) —(xkn) (mp) 
nachweist. Es läBt sich aber auch direkt die linke Seite von 
(1) als identisch verschwindende vierreihige Determinante 
schreiben. 
Man kann die Verallgemeinerung noch weiter führen. 
Hat man, um noch den nächsten Fall zu betrachten, 
die vier en Ds Ur eo (=, RU, Min, 
Dit 2, J, Æ: 0, 0611, 8), Unit on 
7, B.(2K1 m) . ne Déterminante la vaut =#, 
k,1, m), so lautet die fragliche Verallgemeinerung: 


Fr ie (ap ar) — (ikin) (mpar) + (iklp)(mnaqr) 
— (iklq) (mnpr) +(ikir) (mnp a) =0. 
Welches ist die geometrische Bedeutung der Identi- 
täten (1), (I)? 
$ 22. Binäre Invarianten als Funktionen der Wurzeln der Urformen. 
Es sei zunächst wieder eine einzelne Urform f,(x) 


mit den (verschiedenen) Wurzeln &,, x, ..., à, vorgelegt 
[s $ 20 (1)}: 
fn@) = di ma l+..: ta 
= 49 (t — à) (x — à) ... (x — à) 


(1) 


à Ç ) - Ë =.) 
= &° y [———). 
DEN NT UX, NT 


In $5 wurde der evidente Satz zugrunde gelegt, daB, 
unter «;, «4 irgend zwei Werte einer Variabeln x verstan- 
den, die Differenz à; — «y; gegenüber allen Schiebungen 
æ—Æ£<+h absolut invariant bleibt, oder in der Sprech- 
weise des $ 11, wenn «;, «4; jetzt irgend zwei Wurzeln von 
f bedeuten, daB x; — x; eine (sc. in den «a irrationale) 
Schiebungsinvariante von f bez. x darstellt. 

Allgemeiner wird nach $ 11 und $21 jede ganzrationale 
Funktion der » Wurzeldifferenzent a; — az (d, K=V 27.0), 
die zugleich in den x symmetrisch ist, und deren ‘Glieder 
je mit einer geeigneten natürlichen Potenz von & multi- 
pliziert sind, eine in den «a ganzrationale Schiebungsinva- 
riante von f bez. x sein. 

DE 
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Um auch die Umkehrung dieses Satzes zu beweisen, 
bemerke man zuvôrderst die andere evidente Eigenschaft 
der Funktion à; — ay von @;, 47, daB sie der linearen 
partiellen Differentialgleichung genügt: 

(a (9 

(2) DE PA 

und das gleiche gilt von jeder (differenzierbaren) Funktion 
von 4; — à. Umgekehrt liege eine, der Bedingung (2) 
identisch genügende Funktion f(x;, xx) VON %;, œx VOr. 
Um zu zeigen, daB f allein von der Differenz à; — x = x 
abhängt, führe man in f statt der x;, «x; zwei neue Va- 
riable ein, von denen die eine, f , eine willkürliche Funktion 
von à;, à sei, während die andere mit «;, übereinstimme. 
Dann gelten die identischen Relationen: 


of _ Of Sox, Of 8 


(3) dos Or 0 0B 0x” 
ay ru OX CL op 0Xg : 
A ù x 
: OXix OXixk : se : 
Nun ist -_—1, _——1; die Addition der bei- 
OX; OX 


den Relationen (3) liefert daher, mit Rücksicht auf die 
Voraussetzung (2): 


(4) LE Helen 


OB (0x Où 
Wählt man demnach f so, daf es die Bedingung (2) 
A 


= 0, d.h.f hängt von B gar nicht 


ab, sondern ist lediglich eine Funktion von a;x = à; — à. 

Dieser Satz ist auf n Variable æ&,, &, ..., à, aus- 
dehnbar. Es sei / eine Funktion der «, die nur von deren 
Differenzen à; — «x abhänge. 

Da œig = (où, — y) — (ay — à) = aix — 1, 80 lassen 
n(n —1) 

2 
selben, etwa die 9, 13 --., 1h ausdrücken; es genügt 
daher, f als eine Funktion der n —1 Argumente «x», 


nicht erfüllt, so folgt pd 


sich alle Differenzen «;, durch nur n —1 der- 
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X35 +. Nin ANZUnehmen. Man hat dann einmal die Re- 
lationen : 
Ou: di: 0x ; 
(5) —=l, -“=-1, LE 
0 oX; CL 
OR) 


Andererseits gilt in Erweiterung von (3) das System 
der Identitäten: 
(6) "ren n Oo), Ode | GET Fe Of On 
OR Di NO UC CN D 0 AU OO à 
(re Re reon) 


Summiert man, So verschwinden infolge von .(5) die 
of Ô () 
Koeffizienten von ui | Le D EAS LA 
| C@ye Os OXin 
{ der linearen partiellen Differentialgleichung: 
of of Ô 
: RE Aer LL 


CG Os ons 0 


; es genügt also 


Umgekehrt sei / eine Funktion der æ,, œ2, ..., y, 
die der Bedingung (1) identisch genüge. Man führe statt 
der &;, %, ..., «, nFunktionen der æ als neue Variable 
ein, von denen n — 1 mit &,», Xi3, ..., %1n Ubereinstimmen 
môgen, während die letzte, f, willkürlich belassen werde. 

Dann erleiden die Relationen (6) nur die Abänderung, 

of 0 
daB rechterhand jeweils der Term D 5 2 hinzutritt. Sum- 
miert man wiederum, so gelangt man, ne Rücksicht auf 
die Voraussetzung (1), zu der Tdentität: 


n 2 08 p A] 
(1) +. En) +...+38)=0. 


op E,7S OX 


Da f stets so wählbar ist, da$ der Klammerausdruck 


of 

op 
der Fall sein, d. h. f ist lediglich eine Funktion der «;,, 
O3» +. Xin, Oder, was auf dasselbe hinauskommt, eine 
Funktion der Differenzen «;, der x. Damit ist der 
Hilfssatz bewiesen : 


n (7) nicht identisch verschwindet, so muB dies mit 
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Satz I. ,Bedeuten «,,4,,..., 4, nunabhängige 
Variable, so genügt jede Funktion der Differenzen 
œig = ; — Axidentisch der linearen partiellen Diffe- 

0 f of of 
rentialgleichung(l) = + =. RU NT ne —0. Um- 
ACT 


OX 0x 
9 n 


(D identisch genügt, eine Funktion der Differenzen 
Xi allein.‘ 

Im Abschnitt I haben wir bereits eine Reihe spezieller 
Invarianten einzelner Urformen f kennen gelernt, die sich, 
bis auf eine natürliche Potenz von a, als Faktor, als ganze 
Funktionen der Wurzeldifferenzen &; — x; darstellten, und 
damit unmittelbar erkennen lieBen, daB sie Schiebungs- 
invarianten von f bez. æ sind; und Entsprechendes trat 
für einzelne Systeme von Urformen ein. 

Ein erstes allgemeineres, für jedes n (= 2) bestehendes 
Beispiel wird geliefert durch dieSeminvariante H,—= a, a; — a, 
das Leitglied der Hesseschen Kovariante H von / (vgl. An- 
hang zu Abschnitt I, Aufgabe 5, $. 180). 


H a, a \? 
MATRA | ) , oder da 
7 UMR UT 
GUN, y 2% 
y n°’ «a n(n—1)’ 
— nn —1)=2e,n — (n —1)e 
ai 
= — {a — à)? + (x, — 3)? + (oo — %3)2 EE. 
do & — A | En re NX To 
(8) a n° (n 1) => 0% = Xx)? = Da , 
d,& Lt, 
wo (à, k) alle Kombinationen der Elemente 1, 2, ...,n 


zur Zweiten Kilasse durchläuft. 
Analog ist für n = 3 die Seminvariante 


Qo = ds — 3 A dd +2 4 
(. ce.) zu behandeln, das Leitglied der Kovariante Q von f, 
der Fanktionaldeterminante von f und H. Indem man 
noch ® heranzieht, erhält 
ci CE 20) eranzieht, erhält man zu- 
nächst: 
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Q) n°(n —1)(n — 2) 
3 RE) 
aÿ ; 2 


—= n{(n —2)e,e —3ne;) 
— (n — 2)e,{(n —1)e —-2ne). 
Hier wird (n — 2)e,e, —3ne; — x(4s — Ga)? + &o (63 — &3)? 


+ y (41 — à2)? + ...; setzt man für (n —1)e? —2ne ge- 
mäB (8) seinen Wert ein und berücksichtigt, daB 


ne (Xs + Ex) -{(n 2e, 


so ergibt sich: 


| 6 ds — 3 44 + 2ai n(n —1)(n — 2) 
(9) | a 2 
| = Dar + ax) A ; 


wo das Indextripel (à, 4,1) alle Kombinationen zur dritten 
Klasse von 1, 2, ..., n passiert. \ 

Um jetzt allgemein zu entscheiden, ob eine beliebige 
Schiebungsinvariante von f bez. x als alleinige Funktion 
der Wurzeldifferenzen x;, darstellbar ist, frage man nach 
dem Zusammenhange zwischen den beiden Differential- 


prozessen : 
S : ê ê 
É 
p, = Y DOS nn 07 Lo e— 
a <= 0? a pp Î VO | Î Ga 
4 = 


6 S 11, 8, 187. 


Nach $ 20 [(25), (26)] bestehen zwischen den elementar- 
symmetrischen Verbindungen 4 = 'a,, & = 21% ..., 


DS Ci,» En 10. Cr Uildiden ROC 
zienten a, von f (1) die Relationen: 
Ce + Mo do = Apr —N3 A3 = A6 +) 
tra ue lo, 0e, 


die als identisch erfüllt anzusehen sind, wenn man 4,, &;, 
X9 -..,%n als unabhängige Variable annimmt. Man ge- 
langt daher wiederum zu identischen Relationen, wenn 
man (10) nach irgendeinem der x, z. B. «x, partiell dif- 
ferenziert: 
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a 
— N nt. + na = Den = à D X9 3 
}X; 
(O7 >: 
En 105 a — 0) Y9 X3 9 , 
OX: 
0& 
[à — y 
nb) (—1) n, ane D DIU œ Le, , 
1-1 © m1 == NS 
(Loir Sn —= do 2, %2 3 Xn-1 3 
201 
: 
Ca» 
(—1) = = 9 d9 À + + + On » 
0x; 


wo die rechts auftretenden Summen nichts anderes sind 
als die clementars yum ere se Verbindungen der %;,, 
Xgs y An: 

Entsprechend erhält man n —1 zu (11) parallel laufende 
Systeme, wenn man (10) sukzessive nach % , @3, ..., An 
differenziert. 

Summiert man alsdann in all diesen Systemen de 
jeweils an derselben, rten, Stelle befindlichen Gleichungen, 
so tritt rechts die Étmme von n,-1(n —7r +1) Produkten 
aus je r — 1 der GrôBen &«;, à, ..., & auf; da die letz- 
teren aber symmetrisch vorkommen, so resultiert die Ver- 
bindung e,_, genau (n —r<+1)mal, und man hat: 


°a Ca 
nd - . = Rd MN De — (n—1)e, 


wo der Index à jedesmal von 1 bis n läuft. 
Hier drücke man die e gemäB (10) wieder durch die 
a aus, so geht das System (12) über in: 
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0a Ca, 
Net A nn lo 
= OX; = OX; 
0&% : 
— MN, Sn. "on — 2) ; 
Fe) a. 
(— 1) n, de = (—1)ÿ in, sn —r+lla:, ..…, 
X; 


| Ca 
(—1)}" >= = (—1)"-{n, a. 


Nun ist n,_;(n —r+1)=7rn,; somit hebt sich in (13) 
jeweils links und rechts der Faktor n, weg, und die Serie 
(13) zieht sich zusammen auf die folgende: 


Ca Ca 
LE CEE c 
tes Up) —-, OO Tr) 
é C Xi es CX; 
(14) à £ 
© dy. Cr 
en. de 
| FO —— V dy _1;: states A 0%; n—1 
Sieht man jetzt statt der @, &,, 0, ..., &, die 
dos dj do» --., 4 AS unabhängige Variable an, so gilt: 
. NRC PA, 000 0 04 
(5) = +++, 
OXx C4 OX; CA OX; An OX 


und nach Summation über 1—=1, 2,...,mn: 


| Ô () Ca Ô Ôa Ô da 
(15°) >=  d . D '+... + a 
Où 0 00% 0% LA 04» 0%; 
Setzt man hier die Werte (14) ein, so ergibt sich der 
gesuchte Zusammenhang zwischen den beiden Prozessen 
Ô Ô Ô Ô 
— > und, 4. +24. +... Ena, 
(2 _Od CA Ca, 


i nm 


in der einfachen Gestalt: 
. —V, = ",. 
Mit Rücksicht auf Satz I und $ 11 gilt daher: 
Satz II. ,,Führt man in einer beliebigen Funk- 


tion J der Koeffizienten &,, 4, ..., &, einer Urform 
f(æ&) die neuen Variabeln 4, Œ, 3, ..., 4n ein, WO 
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die « die Wurzeln von f sind, so geht der linear- 
partielle SchiebungsprozeB bez. æ: 
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Ô @ C 
= a. in Ur nat nel 
CA 0 4 Cd 


iber in. 4 — Die Die rdentität Di = 0 
ist die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, day (as dr, x) eine Schiébunsse 
invariante von f bez. æ ist, und zugleich dafür, 
daf J von (a, und) den Wurzeldifferenzen œ;z = à — y 
allein abhängt. 

Die Identität (11) läBt sich auf Grund des Begriffes 
einer Schiebungsinvariante J bez. æ einfacher ableiten. 
Eine solche ändert sich nicht, wenn auf die Urform f(x) 
eine Schiebung A,(h):x —x’+h ausgeübt wird. Damit 
erleidet zugleich jede Wurzel x von f die kogrediente 
Schiebung « = x°+ h, während a, ungeändert bleibt. Fat 
man also J als Funktion der a,, &,, 9, ..., Gn auf, 80 
ist J als Schiebungsinvariante von f/ bez. x charakterisiert 
durch die Identität: 


(16) Ja; di, à, ..., a] = dJ[&, i, sy Onle 
Da aber x/— x; —h, so liefert das Maclaurinsche 
Gesetz für die linke Seite von (16) die in hk identische 


Entwicklung : 


Hu al TELE EN 
dm 0 D; 2 du OX 00 
(17) " 
== 1 ui) IN? @ J ne 
31 = 00400 ei 


wo das Zeichen J die ursprüngliche Funktion 


Ji mis os. Xn] 


bedeutet. 

Infolge der Voraussetzung (16) muB in (17) zunächst 
der Koeffizient von k rechterhand identisch verschwinden, 
<) 

; à )J 

d. h. die Bedingung V, = 2 == 0 ist notwendig, damit 
i 

TJ eine Schiebungsinvariante von f bez. æ wird. Aber es 
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erhellt ohne weiteres, daB das Verschwinden von > se 
OXx% 
zugleich das der Koeffizienten von h?, h%, ... in (17) nach 


. . … À e) 
sich Zzieht. Denn übt man den ProzeB V, = > bei 
à 


willkürlich gedachter Funktion abermals auf l, aus usf. 
so kommt: 


2 © 


| FF) =F 
(18) 


rer: = 


so daB sich für eine beliebige Funktion J[a,; à = J 
nach Ausübung der Schiebung A,(h) auf f(x) die Ent- 
wicklung ergibt: 

h3 


(II) J[a ; Hdi ne GRR EE 


Fübrt man schlieflich die alten Variabeln 4«,, 
& ,;..., 4, Wieder ein, so geht vermôüge (II) die Reïhe (III) 
über in: 


“ h? h 
Tao : & ; as ; CAE EC | CASE SPORE SR 


(IIT’) : 


3 

+ a FÉVR 

d. i. aber die grundlegende Entwicklung (VII’) des $ 11, 
5. 195: 

Satz IIL ,Auf Grund der Entwicklung (III) 
ergibt sich einmal von neuem die Richtigkeit der 
Identität (IT), zugleich aber auch die der Entwick- 
lung (VIL’) des $ 11.“ 

Die vorstehenden Darlegungen lassen sich unmittelbar 
auf ein System von Urformen f,(x), g,(x), h(æ), ... mit 
den Koeffizientenreihen (a), (b), (c), ... und den Wurzel- 
reihen (x), (8), (y), ... ausdehnen. 


| 
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Bezeichnet man jetzt genauer nach der MaBgabe: 


€ 0) 
9 ET — 
(19) PV, = era APCE a nie 
() . © () 
ST PAT A CUS 
so tritt an die Stelle von (II) das System der Identitäten: 
(IT*) —F,="V,, «=, 1e 
deren Addition liefert: 
(LES) (7, +Fs+. = ir+..., 
oder kürzer: 
II”) —DV,=Z>P,. 
ï f 
Demnach ist jetzt D'V,J — 0 die notwendige und 
T 


hinreichende Bedingung dafür, daf 
J{a , Xi; b, ; Pr 5 Co» Yx» -: .] 

eine simultane Schiebungsinvariante des Systems f,g, h,... 
bez. æ ist, und zugleich dafür, daf J aufer von den 4,, 
b,, Co, ... nur von den Differenzen abhängt, die die 
Reïhen der (x), (), (y), ... sowohl unter sich, wie mit- 
einander bilden. 

Die Erweiterung der Identitäten (III), (IIL’) ergibt 


sich von selbst, man hat rechterhand nur den Proze 
V, zu ersetzen durch >'F,. 
f 


Legt man andererseits die zweite Produktzerlegung 
von f in (1) zugrunde und schreibt wieder homogen 
f(&, æ), so erfordert die Untersuchung der Schiebungs- 
invarianten von / bez. æ, nur die Abänderung, daB a, 
mit æ,, und jede Wurzel à mit ihrem reziproken Werte 
vertauscht wird. 


Soll eine Funktion J{a,; à;] = J Lan: | gleichzeitig 
i 


eine Schiebungsinvariante von / bez. x, und æ, und da- 
mit nach $ 11, S. 184 eine unimodulare Invariante von f 
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sein, so ist dazu notwendig und hinreichend, daB sich J 
sowohl in Funktion von 4, und den ax; —4«xz; wie in 


Funktion von a, und den  . ausdrücken läBt. 
Xi k 
Wir wollen uns im folgenden auf solche Seminvarianten 
und vollständige Invarianten beschränken, die in den Ko- 
effizienten der Urformen ganzrational sind. 
Im Falle einer Urform f (1) war nach $ 14, S. 238 eine 
solche Seminvariante J, von den Gewichten w,, w, bez. 


Ti, Te, eine LE ce up dE bez. x, von der Struktur: 
(20) J = D'ecanar...a:r 


n° .? 


für die die beiden Gewichtsrelationen erfüllt waren: 
(21) na +(n—1l)a+...+l.4 1 =D (n —ia =, 


(21b)1-4 +2:& +...+nea =ÿi te 
und damit auch die Dimensionsrelation: 
(22) nD'E = W, + W . 


Fübrt man in (20) vermôüge (10) die elementarsymme- 
trischen Funktionen e; der Wurzeln von f ein — wo letztere 


jetzt lieber mit x, ff, ..., » bezeichnet seien — so nimmt 
die Entwicklung (20) die Gestalt an: 
(23) TD bat.  e 1 


wo die b wiederum numerische Faktoren sind. 

Setzt man hier für die e; ihre Ausdrücke in den 
Wurzeln ein, und denkt sich J nach den letzteren ent- 
wickelt, so wird (23) zu einem Aggregat von dem Charakter : 


(24) J = SD a xs BB... ver. 


Die Vergleichung mit (23) lehrt einmal, unter Berück- 
sichtigung von (22), die Konstanz des Exponenten x, : 


(25) %9 =D, NA = W + WU; 

andererseits, daB der Gesamtgrad in den Wurzeln für jedes 
Glied von J den gemäB (21b) ebenfalls konstanten Wert 
besitzt: 

(26) DA PAT Ut 

d. h. daB J in den Wurzeln von f homogen ist von der 
Dimension w, . 
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Nun sollte J zugleich eine Schiebungsinvariante von 
f bez. æ, sein, also nach Satz I, und auf Grund der Re- 
lationen (10), von der in den Wurzeln symmetrischen Ge- 
stalt: 


27 JÆ=ZC ax — BJar(x — yYar (8 — 7Yer 


Hier ist der Exponent von a,, da er mit dem in (24) 
auftretenden übereinstimmen mu, mit x, bezeichnet; denkt 
man sich die Glieder in (27) nach den Wurzeln entwickelt, 
so muB die Bildung (24) hervorgehen, so daB die Summe 
der Exponenten «,, identisch ist mit der Saumme der Ex- 
ponenten €, : 


(28) D'Eup = DE = Was : 


Für w,—"w,, und nur dann (vgl. $ 12, S. 202) wird 
J zur vollständigen Invariante. 

Die Ausdehnung auf ein System von Urformen /,, 
Jp» Ras -.. mit den Koeffizienten à;, bz, &, ... erfordert 
einige Modifikationen. Versteht man in der zu (20) ana- 
logen Entwicklung von J unter &;, mx, &, ... jeweils die 
Exponenten von a;, by, &, ..., So erweitern sich nach 
$ 12, S. 200 die Gewichtsrelationen (21) zu: 

(21a’) d'in —ia+T(p —k)m+...=w, 
(21b°) die DAT so 
und die Dimensionsrelation (22) zu: 

(22°) nd'e + PI OS — w; + Vo . 

Andererseits wird wiederum der Gesamtgrad von J 
in den Wurzeln von f, g, h,... die linke Seite von 
(21b”), mithin gleich w,, und dieser Gesamtgrad ist der- 
selbe wie der in den Differenzen, welche die Wurzeln der 


Urformen je unter sich und miteinander bilden. 
Damit ist bewiesen: 


Satz IV. ,Soll eine als ganze Funktion der 


%o > Do» C, ... und der Wurzeldifferenzen vorgelegte 
Schiebungsinvariante J eines Systems von Ur- 
formen/,, Jp: M... Der. % eine in deren Koefti: 


zienten ganzrationale Seminvariante sein, mit den 
Gewichten w,, w, so ist dazu notwendig und hin- 
reichend, daB J in den einzelnen Wurzelreihen 
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symmetrisch ist, ferner in den sämtlichen auf- 
tretenden Wurzeldifferenzen homogen von der Di- 
mension %,, endlich, daf die Exponenten x,, ,; 


Ho s -.. der &; Dos Co: -.-. in irgendeinem Gliede von 
J an die Relation gebunden sind: 
N % + P l + I +... = +. 


Für w, = w,, und nur dann, wird die Seminvariante 
zu einer vollständigen Invariante.‘ 

Die Kovarianten Æ ordnen sich, wie in $ 13, $. 215, als 
Spezialfall ein; führt X eine oder mehrere Reïhen von kogre- 
dienten Variabeln x, æ; æ, æ3 ; ... mit sich, so hat man 
nur dem Systeme der Urformen eine ebenso groBe Anzahl 
von Linearformen mit den Koeffizienten &{, @, ; @f/, æ3!; … 
zu adjungieren, um Æ als Invariante des so erweiterten 
Systems zu erhalten. 

DaB für eine vollständige Invariante J neben der in 
(27) vorliegenden Wurzeldarstellung eine zweite, gleich- 
berechtigte in den reziproken Werten existiert, läBt sich 
leicht bestätigen, wobei zugleich Satz IV eine Ergänzung 
erfährt. 

Sei wiederum im Falle einer Urform /f,(1) die Dar- 
stellung (27) von J zugrunde gelegt. Man bezeichne die 
reziproken Werte der Wurzeln von f mit 04, 0g, +..3, @ 
Dann besteht für irgendein Potenzprodukt in J die Tdentität: 


LE (œ — BY «8 (x — y)°ay (B — y)£Er DS 
(29) = (—1)% af + atap Prap + Kay pay + BB y°Pr 


F (a — 0 g)°«Pl (0x a: 0) ar (04 + 0,)Br vs 

wo gemäB (25) und (28) n x — Wi + Wa, D'Esg = Wa ist. 

Nun darf sich J (vgl. $ 12, Satz IV, $S. 202) als voll- 
ständige Invariante bei Vertauschung symmetrisch gelegener 
Koeffizienten, oder, was auf dasselbe hinauskommt, bei 
Vertauschung von a, mit a,, à mit o,, P mit og usf. nur 
um den Faktor (—1)": ändern. Somit mu in dem Wurzel- 
produkt auf der rechten Seite von (29) jede Wurzel gleich 
oft, nämlich +, mal, auftreten, es ist also, für €, — €ga USW.: 


ÉD ar cnnéar 


2 
(30) =, 


352 Differentialgleichungen für invariante Bildungen. 


In der Tat sagt die Gleichheit n x, = w, + 03 = 2% 
nichts anderes aus, als w, — w, —w, wie es für eine voll- 
ständige Invariante sein muf. Damit erfährt die linke 
Seite von (29) die verlangte Umformung: 


7 | aé (a — Bras (a — par (E — per. 
= (—1)" ar (ox — os)*8 (ox — 0) {08 — 0) 67% 


und entsprechend die linke Seite von (27). 

Die Übertragung auf ein System von Urformen voll- 
zieht sich ohne weiteres. Sind wiederum %,, dl, Us +. 
die Exponenten von @&,, bo, &, -.. in der zu (29) ana- 
logen Relation, so muB jede Wurzel von / *x,mal, jede 
Wurzel von g À,mal usw. auftreten, wo zwischen den x,, 


As os und den Ordnunpenun”, PS0. --- TNT 
Relation besteht: 
(32) 49 + D l + 4 +... = 20. 


Der Satz IV vervollständigt sich demnach dahin: 

Satz IVa. ,,Eine vollständige, in den Koeffi- 
zienten von Urformen f,, 9», hy, -.. ganzrationale 
Invariante J läBt sich als ganze Funktion der &,, 
bi, Co, ..., sowie der Wurzeldifferenzen auf eine 
solche Normalgestalt bringen, daB in irgendeinem 
Gliede jede Wurzel irgendeiner Urform gleich oft 
auftritt, nämlich ebensooft, wie durch den Ex- 
ponenten des bezüglichen ersten Koeffizienten an- 
gegeben wird.‘ 

DaB eine derartige Normalgestalt von J nicht immer 
von vornherein auftritt, ist leicht zu erkennen. Denn 
liegt umgekehrt J in Normalgestalt vor, so hat man nur 
z. B. eine Differenz x — B durch (y — B) — (y — x) zu er- 
ersetzen und von neuem nach Differenzen zu ordnen, um 
die Normaleigenschaft der ersten Darstellung zu zerstôren. 

Zum Schlusse môgen noch die in $ 11, S. 195 und $ 12, 
S. 204 für eine vollständige Invariante J aufgestellten cha- 
rakteristischen, linearen partiellen Differentialgleichungen in 
»Wurzelgestalt®® dargestellt werden *). Um diese Aufgabe 
einfach und übersichtlich zu lôsen, mache man, wie früher 


* 8. F. Brioschi, Ann. fis. mat. 5 (1854), p. 409. 
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die Variable +, jetzt auch die Wurzeln x, B, ..., y vonf, 
homogen, indem man setze: 
(33) LAg = Xi, ba —=bBis -.., vr =. 


Für J liege wiederum die Darstellung (27) in Wurzel- 
differenzen zugrunde, wo jede Wurzel von f gleich oft 
auftritt. Dann schreibt sich J homogen nach der ein- 
fachen Vorschrift, daB jede Wurzeldifferenz « — B durch 
den bezüglichen ,,Klammerfaktor‘® (x B) = &, Ps — à9 BP, er- 
setzt wird: 


(34) = a 2e (x BY'a8 (x ar (By)Fr 


Als de von f bez. x, genügte J der 
Bedingung: 


ÔJ  O0J OJ 
Um auch diese Bedingung homogen zu schreiben, 
fasse man die &,, B,, ..., v. statt der &«, B, ..., v als 


neue unabhängige Variable auf, während die œ , Ba; ..., vo 
nur die Rolle von willkürlichen Konstanten spielen. Dann 


À ÔJ ÔJ 0 0 J À 
wird z. B. De Do nie an und (I) lautet in ho- 
mogener Gestalt: 

PUR 
(La) HAT PAS ge INA dB, Ÿ Zur ni 


Soll zum Ausdruck gebracht werden, daB J auch 
Schiebungsinvariante bez. x, ist, so hat man nur je zwei 
symmetrisch gelegene Koeffizienten a; und a,_; zu ver- 
tauschen, oder, was hier für die homogenen Wurzeln auf 
dasselbe hinausläuft, die Indizes 1 und 2. Demnach exi- 
stiert die zu rs Bedingung: 


La 0J 
(Ib) 7e + a POP TE nl 
Sodann war J in den &x, B,..., y homogen von 
der Dimension w, mithin jetzt auch in den &,, fi, ...,%; 
dann aber liefert der Eulersche Satz die is 
0J OJ 
(Lc) Ne de x 


Meyer, Allgemeine Formen- und Invariantentheorie 1. 23 


354 Differentialgleichungen für invariante Bildungen. 


und, wiederum parallel laufend, bei Vertauschung der In- 
dizes 1 und 2: 


o0J 0 J PL CAES 
(Ld) 9 EPA : LEA +... ee 
Bei einem Systeme von Urformen f,, 9p» gs +++ tritt 


nur die Modifikation ein, daB die linken Seiten von (Ia) 
bis (Id) jeweils der Reïhe nach hinsichtlich der Wurzeln 
der einzelnen Urformen zu bilden und dann zu summieren 
sind. Es gilt daher: 

Satz V. ,Den vier charakteristischen, linearen 
partiellen Differentialgleichungen des Satzes TITI 
in $ 12 für eine vollständige Invariante J eines 
Systems von Urformen korrespondieren in Wurzel- 
gestalt die Bedingungen (Ia) bis (Id), wobei die 
Summen jeweils über die Wurzeln aller Urformen 
zu erstrecken sind.‘ 

Die Kovarianten ordnen sich wiederum genau wie 
bei Satz IV als Spezialfall ein. 

Beim Satze V ist stillschweigend vorausgesetzt, da 
J als ganze Funktion der Wurzelreihen der Urformen je 
symmetrisch ist; alsdann sind die Bedingungen (Ia) bis 
(Id) auch charakteristisch für eine in den Koeffizienten 
der Urformen ganzrationale Invariante. 

Hebt man jene Voraussetzung auf, so bleiben zwar die 
Eigenschaften der Invarianz von J erhalten, nur daB J dann 
Zu einer in den Koeffizienten irrationalen Invariante wird. 

Sei etwa J im Falle einer Urform f, eine ganzratio- 
pale Funktion der Wurzeln &, B, ..., », die aber nicht 
mebr symmetrisch in ihnen ist. Vielmehr nehme J bei 
allen Vertauschungen der Wurzeln À verschiedene Werte 


Ji, Ja, ..., Ji an, so sind die elementarsymmetrischen 
Funktionen der J,, Jo, ..., J1 nach $ 21 wieder in den 


Wurzeln symmetrisch (und ganzrational) und erfüllen im 
übrigen alle Eigenschaften der Invarianz, sind also nach 
obigem Invarianten von f, die in deren Koeffizienten ganz- 
rational sind. 

Demnach ist J gemäB $ 18, S. 302 eine irrationale In- 
variante, denn sie genügt einer Gleichung ten Grades: 
(35) J—J;) Ji J;)...(J —J)—=0, 
deren Koeffizienten rationale Invarianten sind. 
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Ein entsprechender Satz läft sich ableiten, wenn J 
durch eine rationale oder sogar eine irrationale Funktion 
der Wurzeln bestimmt ist. 

Aufgabe 1. Unter der Resultante R — R;, zweier 
Formen 

fn = de +aa"-l+..,.+a 
= A (t — à) (C — x)... (æ — à,), 
In — DEEE. ED, 
ME - (& — Po) 
versteht man den Ausdruck ( — 4} 0! ] I (x; — Pz), wo 


sich das Produkt 77 auf alle Differenzen je . x und je 
eines f erstreckt. ÆR—0 ist die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür, daB die Formen f und g eine 
gemeinsame Wurzel besitzen (vgl. den besonderen Fall 
mn 12 1n0993,18: 19, 20). 

R ist eine ganzrationale Funktion der a; und b4, in 
beiden GrôBenreihen homogen von der Dimension m resp. n. 
Um À in den a;, b; darzustellen, eliminiere man mit 


J.J. Sylvester*) die Potenzen af, æ1, ..., a"t#-l aus den 
men Gleichunsenf—0,2/—0,...,a"11=0;:g—0% 
æg—=0, ..., a"-1g—0, so ergibt sich À, abgesehen 


vom Vorzeichen, als eine (m + n)reihige Determinante von 
einfachem Aufbau. Die erste Reihe besteht aus «&, 


Pr to ns 00e er die;Zveite aus) 0 a, Lines no 
0,0, ... usf. bis zur mten Reïhe, die mit m —1 Nullen 
beginnt, auf die a,, a, ..., a, folgen. Sodann hat man 


den entsprechenden ProzeB mit den b; vorzunehmen. 

Für m=—n gestattet R nach Et. Bézout**) eine ein- 
fachere Darstellung als eine n-reihige Determinante. Versteht 
man unter f, den Ausdruck jf, = ax +aæ-1+...+a, 
(r <n) und entsprechend g,, s0 bilde man die n Gleichungen 
nter Ordnung in x: 


bof — 49 =0, gf—fg—=0, 
ga —f29=0, CCR TA În-19 Es 0, 
und eliminiere die Potenzen æ°, æt, ..., æ"-1, 
*) Philos. Magazine 1840, Nr. 101; vgl. F. J.Richelot, Journ. 


für Math. 21 (1840), S. 226. 
*#) Paris Mém. 1764, S. 286. 


23 * 
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Setzt man p;x — 4x — 4,b;, und versteht unter dem 
Gewichte von p;; die Zahl à + k, so erhält man R, wie- 
derum bis auf das Vorzeichen, als eine n-reihige symme- 
trische Determinante von folgendem Aufbau. 

Man rahme die Determinante der Reihe nach durch 
Quadrate ein. Das erste (äuBerste) Quadrat wird gebildet 
durch die erste und letzte (nte) Reihe und Kolonne, das 
zweite Quadrat durch die zweite und vorletzte [(n — 1)te] 
Reihe und Kolonne, usf. Die Elemente, die im Rahmen 
des îten Quadrates stehen, sind Aggregate von à der Grü- 
Ben p, und zwar befindet sich an der Stelle der îten 
Reïhe und £ten Kolonne (4 =) das Element 


die = Po,ire-1 À Pi,ise-2 À Do,isk-s + Di_1,) 
wo alle Glieder das Gewicht à + k — 1 besitzen, während 
hieraus das Element d,_; ,_4 hervorgeht, indem man in 
jedem der auftretenden p die beiden Indizes durch ibre 
Lrgänzungen zu n ersetzt. Es ist stets d;; — d;. Hieraus 
erhellt sofort der Charakter der Resultante von f, und g, 
als Kombinante von f und g (vel. $S 4, S. 28). Danach 
iS6 Rftug,sf+ug = (ile — le M)" Ryy, da jede der GrôüBen 
Pix den Faktor À, uw — Au annimmt. 

Auf diesen Fall m—mn läBt sich der von zwei un- 
gleichen Ordnungen n, m (n> m) zurückführen, indem 
man in der Form g, die ersten n — m Koeffizienten gleich 
Null setzt. Alsdann läBt sich aus der Bézoutschen De- 
terminante der Faktor aÿ-" abspalten, und die verblei- 
bende n-reihige Determinante ist wiederum die Resul- 
tante R;,. 

Aufgabe 2. Unter der Diskriminante D einer 
Form 

În = dp D + ax"! UT a, 
= do (& — à) (x — 2) . . . (ù — à) 
versteht man den Ausdruck (2) D — a 7 (a; — ay), 
n(n—1) _# 


wo sich das Produkt 21 auf alle - Kombinationen 


à, k der Indizes 1, 2, ...,n zur zweiten Klasse erstreckt. 
D ist ganz und homogen in den a; von der Dimension 
2(n—1). Um D in der letzteren Gestalt darzustellen, 
mache man f homogen: f = a a% + a a%71æ +... + a, 
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1 L''OR Ù 1er 
und bilde f, — el ME : LL. Dann stimmt D, 
CA ÈS) 


bis auf das Vorzeichen, mit der Resultante von /; und }/, 
überein, und es lassen sich die in Aufgabe 1 angegebenen 
Regeln anwenden. Im besonderen ist dies Verfahren im 
Falle n — 3 auszuführen, wo D, bis auf einen Zahlen- 
faktor, mit der in Aufgabe 1 zum Anhange von Abschnitt I 
erwäbhnten Invariante À von /, übereinstimmt. D — O0 ist 
die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daB 
zwei Wurzeln von f zusammenfallen. 

Aufgabe 3. Die bilineare Invariante H,, (vgl. Auf- 
gabe 5 zum Anhange des Abschnittes I) zweier Formen 
gleicher Ordnung 


f=a+maat i+...+a, 
RE ao (& En X1) (æ Ca Ka) O7 (æ — Xn) » 
g—= bo + nm bats... + D, 
=D) =)... (œ—h#};) 
läBt sich nach folgendem Gesetz durch die Wurzeln «;, fx 


darstellen. 
Man bilde das Produkt 


(3) Po = (1 — bi) (a — Po) - - - (on — Pa) ; 

halte hierin die Indizes der x fest und permutiere die 
Indizes der f auf alle n! Arten. Die mit a,b, multipli- 
zierte Summe aller dieser Produkte stimmt, bis auf das 
Vorzeichen, mit H};, überein: 


“A H;, = d bo D (cr: Ex Bi) (C2 re bi.) EC (ay re bin) : 


Dividiert man mit irgendeinem der Produkte P, etwa 
dem Ausgangsprodukte P, durch, so läBt sich die Glei- 
chung H;,—0 durch lauter Dv. darstellen, die immer 
aus Zweien der x und aus zweien der £ gebildet sind. 

Wie reduziert sich im Falle einer geraden Ordnung n 
der Ausdruck (3) für Ÿ —g, d. h. für die quadratische In- 
variante einer Form f ? 

Aufgabe 4. Es sind folgende In- und Kovarianten 
in Wurzelgestalt zu bilden und an ihnen, sowie an den 
Leitgliedern der Kovarianten, die Differentialgleichungen 
des Textes zu bestätigen (vgl. die Aufgaben 1 und 3 zum 
Anbange des Abschnittes I). 
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a) Die Invariante à — 2 (a, a, — 4 a; a; + 3 @&) der bi- 
quadratischen Form 
fa = doté + Aa +... + a = 4 (& — à)... (æ — x). 


Man setze zur Abkürzung «x; = à; — à; und führe, wie in 
$ 8, S. 107, die GrôBen ein: 


(4) P3 = Gi Xag » P3 = Xi3 Ayo ; Py = ia Das » 


so wird 
124 : : TT AUS 
(5) a Pit TP=2(P+ PES; + PS). 
( 
| do 4 &| 
b) Die Invariante } — 6 | a, æ a | der 7,. 
| do A3 | 
Man erhält: 
2 +627 . 
(6) ARE Bi) (Ps Po) Pr). 


a 
Für n > 4 werden die Bildungen à und 7 zu Sem- 
invarianten von /,; wie lautet dann die Darstellung in 
Wurzelgestalt? 
c) Die Diskriminante D der f, stellt sich durch à und 7 
vermôge der Beziehung dar: 


(7) D= 23.6%(18— 672). 
d) Die Kovariante zweiter Ordnung 
A = d2(a) à — di) +... 
der kubischen Form 
fs = dm +3au +3ax+a 
= 49 (® — à) (x — à2) (& — 2) . 
Man erhält: 


a A = [(o; — œ3) (xs — x]? 


— (oi — 2) (ia — ©) (os — 3) (iz — æ) 
lors X3) (xs — æ)l?. 


Hier stimmt die rechte Seite überein mit der linken 
Seite der auf Seite 113 unter (14) angegebenen Gleichung. 
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In der Tat geht die fragliche Gleichung gemäB der Be- 
deutung von À —0 aus der Gleichung (5) i— 0 hervor, 
indem man eine der vier Wurzeln «, etwa «,, als variabel 
ansieht. 

e) Die Kovariante dritter Ordnung 

Q = d° (ai as — 3 do Ua @> + 2 ai) +. 

der fo: 

Man erhält: 


35 À 
3 — (is E 3) (oies + os) (Nan + A0) 


aÿ 
| — O2 (X31 + A2) + @33 (Mie + 13) 
| + ai (die + 13) 
Die rechte Seite stimmt überein mit der linken Seite 
der auf Seite 113 unter (V) angegebenen Gleichung. In 
der Tat geht die fragliche Gleichung gemäB der Bedeutung 
von Q = 0 aus der Gleichung (6) j — 0 hervor, indem man 
wiederum eines der vier «, etwa «x,, als variabel ansieht. 
f) Die Funktionaldeterminante 0 ($ 4, S. 25, 26) 
aT +; b, x + b, 
UT+&, baæ+b 
zweier quadratischer Formen f, g mit den Koeffizienten 
a, b; (è — 0, 1, 2) und den Wurzeln &z, Pr (k = 1, 2). 
Es ist 0 durch die Differenzen & — x,, & — B,, 4, — Be 
(r, s — 1, 2) auszudrücken. Zunächst ergibt sich: 


a 
% 2 
{r,s8—1,2; r+n—=8s+s, —3). 
Hieraus folgt unmittelbar eine Darstellung von © durch 
vier Doppelverhältnisse: 
40 


Go bof — &1) (& — à2) (Ba — Bi) 


(9) 


(@ Ba à Bi) + (œ Ba &1 Ba) 
— (& Bi 1 Ba) — (æ Bi do Ba) - 


Die rechts stenenden vier Dv. lassen sich aber auf Grund 
der in $ 8, S. 106—108 angegebenen Relationen auf nur 
zwei reduzieren, und es ergibt sich die Darstellung: 


20(8 HA) pr 
ATP) PDC (& Bi Ba 1) — (@ Ba Pi 2) , 
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die gleichwertig ist mit der folgenden, auch direkt mittels 
der Regel des $ 2, S. 6 ableitbaren: 


- LUE = (x — Bi)?(Be — %1) (Be — 2) 
— (& — Ba)? (Bi — 1) (Bi — Ga) 


Bedeuten @,, 6, die Wurzeln von 0, so sagt jetzt das 
Verschwinden von 0 für æ — 60,, 6, einfach aus, daB in 
der Involution, bei der sich f, und f,, à; und æ, ent- 
sprechen, 6, und #, die Doppelelemente sind, wie es 
sein mu. 

g) Die trilineare Invariante H ($ 4, S. 33) dreier qua- 
dratischer Formen f, g, h mit den Koeffizienten a;, b;, c; 
(i—0, 1, 2) und den Wurzeln &z, Pr, y: (k—=1, 2): 

Hi= a". a. 
Es war 
—2H 


— —=|1, a+, dx 
db 0 | ’ 1 2 9 1 » | 


= |1, Gi, Gas | +]1, 0%, œio |. 
Hier lassen sich die beiden Teildeterminanten rechterhand 


nach einfacher Umgestaltung durch Wurzeldifferenzen aus- 
drücken; man erhält: 


= (ot, — Be) (Bi — Y2) (91 — eo) 
+ (os — Bi) (Be — 1) (ve — 1) 

= (1 — Be) (Ba — Ye) (71 — %e) 
— (41 — Ye) (Bi — Ge) (71 — Be) - 
Für H —0 folgt hieraus ein in der Geometrie vielfach 
verwendetes Kriterium dafür, daB drei Elementenpaare 
ein und derselben Involution angehôren. Dies Kriterium 
läBt sich auch direkt aus der in $ 7, S. 97, im Anschlusse 
an (41) mitgeteilten Dv.-Gleichheit ableiten, wenn man 
festsetzt, daB sich etwa die Elemente À, und # gegenseitig 
entsprechen sollen. 

Aufgabe 6. Sind À, 4, ..., 4, sechs beliebige Ele- 
mente, so bilde man der Reiïhe nach die drei Funktional- 
determinanten 0,, 0,, 0, der quadratischen Formen mit 
den Wurzeln (à, 4); (us 4); (es As); ss 65 (gs À); 
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(4; 4). Dann findet zwischen den drei Formen @ die 
lineare Identität statt: 

 — 4) +(i—-4)0+(—-2)8=0, 
die aussagt, daB die drei Wurzelpaare der Formen 6 ein 
und derselben Involution angehôüren. 

Deutet man geometrisch die sechs Elemente À als 
Punkte eines Kegelschnittes, so ist die in Rede stehende 
Identität der Ausdruck des Pascalschen Satzes. Wie 
lautet die entsprechende Übertragung auf kubische Raum- 
kurven? 


Anbancg. 


Der Hauptsatz der binären Symbolik.*) 


Die Entwicklungen des $ 22 lassen eine fruchtbare 
Anwendung auf die Symbolik zu (siehe Anhang zu Ab- 
schnitt I). 

Eine Urform f,(x,, «,) mit den realen Koeffizienten 
a; wurde als nte Potenz einer symbolischen Linearform 
dr, TeSP. b,, C7: --. angesetzt: 


(1) fn (&i; T2) a b® c? Ms 
Pal=Èdan tam, D =butbht, = +Ct,"…. 


(GB) a = af ‘ai = br bi = ct =. 
Vermôge einer linearen Substitution der x,, æ, von der 
Determinante À: 


(4) m—=AËE+BE, 2 = CE +DE 

erleiden die Symbolpaare (a), (b), ... die induzierten Sub- 
stitutionen : 

(5) u—=Au+Cæ, %—=Bat+Dæe; usw. 


Dann transformiert sich irgendein Klammerfaktor (ab) = 
ab, — a, b, gemäB der Regel: 
(6) (x ) = A(ab). 
Somit war irgendein Produkt von # Klammerfaktoren 
— (ab) (bc) (ca) ..., in dem jedes von d Symbolpaaren 


*) Siehe A. Clebsch, Journ. für Math. 59 (1861), $. 1 und 
S. Aronhold, Journ. für Math. 62 (1863), S. 281. 
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(a), (@), (c), ... genau nmal auftritt, gemäB (3) und (6) 
eine vollständige Invariante von f, in den realen Koefti- 
zienten a; ganzrational und homogen vom Gesamtgrade d 
und vom Gewichte w: 


J (x B)(By)(yx)... = A"(ab) (bc) (ca)..., 

| oder kürzer: J’= 4"J. 
Da jeder Klammerfaktor zwei Symbolpaare enthält 
und jedes der letzteren im ganzen nmal vorkommt, folgt 
die Gewichtsrelation (5”) des $ 12 (S. 200): 
(8) 2w—nd. 

Biüldet man andererseits aus Klammerfaktoren und 

Linearformen ein Produkt von der Struktur 
K = (ab)(bc)(ca).… ab cr. .., 


wo wiederum jedes der d Symbolpaare (a), (b), (c), . 
genau nmal vorkomme und w die Anzahl der Klammer- 
faktoren bedeutet, während die Summe der Exponenten 
7 mit À bezeichnet sei, so ist nach der Definition von $ 14 
(S. 241): 


(7 a) K'= AK 


(7) 


K eine Kovariante von f, vom Gewichte w, der Ordnung À 
und in den a; homogen von der Dimension 4, und es be- 
steht die Relation: 


(8 a) 2w—nd—71. 
Es empfiehlt sich im folgenden, neben den homogenen 
Variabeln und Symbolen auch mit nichthomogenen*) zu 


operieren, indem man einmal setzt x —=x, x —1, an- 
dererseits 


dM—=b—=a—...—-1, d — €, D, —0d, CHIC 


Dann nehmen die Formeln (2), (3) die vereinfachte Ge- 
stalt an: 


(2) var ha, D =x+b, co =x Etc, .…., 
(3°) m=d=b = Î—=..., 


*) Vgl. E. Stroh, Math. Annalen 33 (1889), S. 61. 
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während jeder Klammerfaktor einfach zu einer Symbol- 
differenz wird: 


(9) (ab) = Db — a, usw. 


Man übe jetzt auf f zunächst eine Schiebung A,(h,) aus: 


(10) x—E+h, 
so erfahren nach (5) die transformierten nichthomogenen 
Symbole x, B, y, ... die mit (10) kogredienten Schie- 
bungen: 
ex —ath,  p—=bERh,  y=ce+h,,... 

Sei J(a, b,c, ...) eine beliebige ganzrationale Funk- 
tion der &, b, ce, ..., nur daB die Einzelgrade von J in 
den a, b, c, ... nicht grôüBer als n ausfallen dürfen. 


Soll J eine Schiebungsinvariante von f bez. æ = x 
sein, d. h. gegenüber À,(h,) ungeändert bleiben, so ist 
dazu nach Satz (II) (S. 345) des $ 22 notwendig und hin- 
reichend, daf J allein von den Symboldifferenzen abhängt, 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, daB J der linearen 
partiellen Differentialgleichung identisch genügt: 

0 J oJ oJ 
Ôa 0 Ob rc 


(I) +... —=0. 

Damit ist zuvôrderst bewiesen: 

Satz I. ,Jede in den realen Koeffizienten a, 
ganzrationale Schiebungsinvariante J von f bez. 
æ—=4 von einem Gesamtgrade d genügt der Be- 
dingung (1), und ist darstellbar als ganzrationale 
Funktion der Differenzen von d nichthomogenen 
Symbolen a, b, ce, ..., wobei die Einzelgrade in 
letzteren den Wert n nicht überschreiten dürfen, 
und umgekehrt.* 

Beispiele hierzu werden durch die Bildungen (a — b)?, 
(a—b)t, (a —b)$, ..., (a —b}(a—c), (à —1}b—c{(a— c), 
(a — b)?(c — d)?(a — c) (b — d) u. à., sowie durch beliebige 
Funktionen derselben geliefert. 

Will man zur homogenen Schreibweise zurückkehren, 
so ersetze man jede Differenz b — a durch den korrespon- 
dierenden Klammerfaktor (ab), und wenn irgendein Glied 
der Funktion J in den a, b,c, ... von den Einzelgraden 
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(LD) 84 Ep €, -.. War, S0 füge man stets als Faktor 
das Potenzprodukt a%-‘ab?-"c-*e.,.. hinzu; dabei enthält 
das Glied d,(< d) Symbolpaare, wenn es in den a; vom 
Gesamtgrade d, war. 

Nunmehr übe man auf / eine Streckung M,(m,) bez. 
Lo AUS: 


12 fe, lo Ms ln: 
1 1 


Vermôge (5) bleiben die a, b,, €,, ... dabei ungeän- 
dert, während die nichthomogenen Symbole a, b, €, ... 
die Substitutionen erfahren: 


(13) D Mid DM, VMC, ..., 
und damit entsprechend die Symboldifferenzen : 
(14) P—ax—=mMm(b—a), y—a—m,(c— a), usf. 


Die Schiebungsinvariante J von f bez. æ sei ein 
Agoregat von der Gestalt: 
(15) J=SC(b — a)av(e — a)ac(b — ve... =IT, 
wo die C numerische Faktoren sind, dann wird auf Grund 
von (14) die vermôüge (12) transformierte Bildung J”: 
(16) J'=ÛT : méartiacteset., 


Der Schiebungsinvariante J bez. æ werde jetzt die 
weitere Forderung auferlegt, eine Streckungsinvariante 
bez. æ, von einem Gewichte *, zu sein: 


(17) J' = mJ . 


Die Vergleichung mit (16) lehrt, daB dazu notwendig 
und hinreichend das Bestehen der Relation ist: 
(IT) Egb À ao F Ébe + == Wo ; 
d. h. daB J in den Symboldifferenzen homogen ist von 
der konstanten Dimension w,, oder, was dasselbe besagt, 
daf jedes Glied in J w, Klammerfaktoren aufweist, oder 
endlich, daB J in den nichthomogenen Symbolen a, b, e, 
oder auch in den &, b;, €, ... homogen ist von der 
Dimension %, . 
Drittens werde f einer Streckung M,(m,) bez. x, unter- 
worfen : 


(18) UM; Ty — Ë, 
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so bleiben jetzt nach (5) die Symbole æ, bo, Co, ... 
ungeändert, während die a, , b,, &, ..., sowie die Klammer- 
faktoren den zu (18) kogredienten Substitutionen unter- 
liegen : 
Nue Be Mb, M = Mme, 5 

(6) =mlab), (xy)=mlac, (Br=mhbe), ... 

Die Bildung J (15) schreibt sich in homogenen Sym- 
bolen gemäB der oben angegebenen Regel: 

(20) J = D C(ab}av(ac}ac(b crc... ambre... =YT,, 
wo die Anzahl der Symbolpaare in irgendeinem Gliede die 
beliebige, aber fest vorgegebene Zahl d nicht überschreitet. 
Dann nimmt die vermôüge (18) transformierte Bildung J” 
mit Rücksicht auf (19) die Gestalt an: 

(21) 1 4 — St, méattéactebet.)+ (a+ tmst..) L 

Man unterwerfe J der dritten Forderung, auch gegen- 
über M,(m,) eine Streckungsinvariante vom Gewichte w, 
zu sein: 

(22) J' = mi] . 

Als notwendige und hinreichende Bedingung hierfür 
folgt aus der Vergleichung (22) mit (21) die Bedingung: 
HIDE Rene EU ra atace lu, 
oder auch, unter Benützung von (Il): 


(I) MT HT... = Wii — We. 
DemgemäB wird J (20) auch in den Zusatzfaktoren 
4, dj, G, ... homogen von einer Dimension ÂA=w, —w,, 


wobei w, = w, sein muB, und in den Symbolen a, , b;,c,... 
im ganzen homogen von der Dimension w,. 

In irgendeinem Gliede von J (20) enthält jeder Klammer- 
faktor zwei von d, Symbolpaaren (a), (b), (c), ..., von 
denen jedes im Gliede nmal vorkommen mu, somit wird: 


2 (uv + Eue Fe +...) +(m+m+m+...)=nd, 


oder mit Rücksicht auf (II) und (III) w, + w, = nd. Da 
aber w, und w, konstant sind, muB es auch d, und folg- 
lich gleich der Maximalzahl 4 sein: 


LATE) W, + W3 = nd ; 
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die Gewichtssumme w, + w, muB demgemäB durch n teil- 
bar sein, und der Quotient liefert dann die Anzahl der in 
jedem Gliede von J auftretenden Symbolpaare. Aber 
dieser Zahl d kommt eine noch einfachere Bedeutung zu. 
Übt man nämlich auf eine Schiebungsinvariante J bez. æ 
gleichzeitig die beiden Streckungen M,(m) und M,(m) mit 
demselben Parameter m aus, d. i. die Éretomnde Sub- 
stitution Æ(m) : 

(23) = ME, Li —=Mé) 


so gilt für die transformierte Bildung J” wegen (17), (22) 
nudité) 
(24) J'= m'aime] = m'ta]J = m'iJ. 


Andererseits bewirkt (23) für jedes Symbolpaar die 
kogredienten Substitutionen: 


(25) M = Mas Do = Mas USW. 


Somit sagt (24) aus, daB J in den Symbolpaaren 
homogen ist von einer Dimension nd, oder was nach der 
Definition (3) der Symbole auf dasselbe hinauskommt, da 
J in den realen Koeffizienten a; homogen ist vom Grade 4 
[in Übereinstimmung mit Satz III und IV des $ 12 (S. 202)]. 

Nun war nach $ 16 ($S. 259) eine Seminvariante vonf 
definiert als eine Se nier ae bez. +, die zugleich 
Streckungsinvariante bez. æ&, und æ, ist, mit Gewichten w, 
und % (0, = wo). 

Damit ist bewiesen: 

Satz II. ,,Eine in den realen Koeffizienten a; 
ganzrationale Seminvariante J einer Urform 
fn (ti, %), mit den Gewichten w,, w, bez. æ, æ, ist 
symbolisch darstellbar als ein Aggregat von der 
Struktur J — 0 (a b}av(a ch'ac(b crc ... afabio ce..…., wo 
die Summe der natürlichen Exponenten es gleich «, , 
die Summe der natürlichen Exponenten » gleich 
w, — W, ist. J ist in den ersten Symbolen a, b,, 
G, -.. homogen von der Dimension w,, und ent- 
Sprechend in den zweiten Symbolen a, b, &, ... 
homogen von der Dimension w. Die Gewichts- 
summe w,+%w, ist durch n teilbar, und der Quo- 
tient d gibt die Dimension der in den realen Ko- 
effizienten a, homogenen Bildung J an. 
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Bei der Ableitung des Satzes II hätte man auch die 
Reïhenfolge der beiden Streckungen M,(m,), M,(m) um- 
kehren kônnen. 

Eine Schiebungsinvariante von f bez. æ—#x,, die 
auberdem nur noch Streckungsinvariante bez. x, von einem 
Gewichte w, sein soll, stellt sich infolge von (II) und 
Satz II dar als ein Aggregat einer endlichen Anzahl von 
Seminvarianten mit konstantem zweiten Gewicht ”w, , 
wäbrend das erste Gewicht w, zugleich mit dem Grade d 
gemäB der Relation w, + w, — nd variert. Ein entspre- 
chender Satz gilt bei Vertauschung von M, mit M,. 

Ersetzt man nunmehr in der Seminvariante J (20) 
jeden der Zusatzfaktoren a, b,, €, ... jeweils durch 
die entsprechende Linearform a,, b,, €:, ..., So ist die 
so hervorgehende Bildung Æ: 

(26) K—=ZSC(ab}ar(ac}ac(b cc... aabocre... 

auf Grund der Definition (S. 362) ein Aggregat von Ko- 

varianten von/, die alle von der Ordnung (in den Variabeln) 

À = w, — w, Sind, in den realen Koeffizienten a; homogen 

Wi + We 
ñn 


von der Dimension d — und vom Gewichte w, , 


mithin selbst eine Kovariante mit diesen Eïigenschaften, 
deren Leitglied (Koeïfizient von 4%) eben durch J geliefert 
wird. Damit ist der Satz II’ des $ 14 (S. 238) aufs neue 
bewiesen : 

Satz III. ,Jede in den a; ganzrationale Sem- 
invariante J von f, von den Gewichten w,, w, und 


der Dimension d= 10 4 ist das Leitglicd-einer 


vôllig bestimmten Kovariante À von der Ordnung1, 
von der Dimension din dena und vom Gewichtew, .‘ 
Endlich unterwerfe man die Seminvariante J (20) der 
vierten Forderung, auch gegenüber einer Schiebung 4, (he) : 
(27) m=h, = thé 
ungeändert zu bleiben. Dann ist das Produkt der Zusatz- 
faktoren in irgendeinem Gliede von J einmal von der 
Gestalt a7ab7r cie. , andererseits von der Gestaltaÿ'4b7tc7e..., 
so daB die Exponenten 7, 7’ sämtlich verschwinden müssen; 
da aber die Summe der 7 gemäB (IIL’) den Wert w, — w, 
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hatte, muB w, —w, —w werden, wo dann wegen (IIT”): 
(8) 2w —nd ist. Damit wird also die Seminvariante J 
zu einer vollständigen Invariante von /, mit dem Ge- 
wichte #, und man gelangt zu dem Clebschschen Fun- 
damentalsatze : 

Satz IV. ,Jede vollständige Invariante J einer 
Urform f,, von einem Gewichte w, ist symbolisch 
darstellbar als ein Aggregat von Klammerfaktoren, 
die aus einer konstanten Anzahl d von Symbol- 
paaren gebildet sind; dist dann die Dimension von 
J in den Koeffizienten a; von f,, und es besteht 
die Relation 2w = nd." 

Will man sich mit diesem Satze begnügen, unter 
Verzicht auf die Sätze II und III über Seminvarianten, 
so kann man sich zu seiner Ableitung einer wesentlich 
kürzeren SchluBweise bedienen. 

Man gehe von Satz I aus und lege demgemäf die 
Darstellung einer Schiebungsinvariante J von f bez. æ —#, 
in der Gestalt (20) zugrunde. Sodann unterwerfe man die 
Bildung J der zweiten Bedingung, auch gegenüber einer 
Schiebung A,(h,) (27) ungeändert zu bleiben, und folgert, 
wie soeben, daB in (20) in jedem Gliede die Zusatzfaktoren 
in Wegfall kommen, so daB J nunmehr lediglich als ein 
Aggregat von Klammerfaktoren erscheint: 


(28) J = >C (a bjav (a c}ac (b cjbe. 


wo wiederum an jedem Gliede eine Anzahl von d, < d 
Symbolpaaren beteiligt ist, unter 4 die grüBte dieser An- 
zabhlen verstanden. Da gemäB $ 6, Satz IV (S. 68), jeder 
gegenüber À,(h,) und A4,(h,) invariante Ausdruck J es auch 
gegenüber einer beliebigen unimodularen Substitution U 
bleibt, d. h. eine unimodulare Invariante von f ist, so 
gilt zunächst: 

Satz V. ,Jede unimodulare, in den a; ganz- 
rationale Invariante von f ist als ein symbolisches 
Aggregat (28) von Klammerfaktoren darstellbar.“ 

Zieht man nunmebhr eine Streckung M,(m,) (18) heran, 
und verlangt, daB ïihr gegenüber J mit einem Gewichte w 
invariant bleibe, so da J'—= m}J wird, so erschlieBt man, 
wie oben, auf Grund von (19), die Relation: 


(29) Ead À Ene + Ebe +... = 0. 


se 
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Hieraus folgt, wegen (13), daB dann J , in Übereinstim- 
mung mit $ 12, S. 211, von selbst auch gegenüber einer 
Streckung W,(m2) invariant bleibt mit demselben Gewichtew: 
J'= m>J, und wenn man wiederum beide Streckungen 
für m—m, zu der erweiternden Substitution Æ(m) (23) 
zusammensetzt, da J in den a; homogen ist von einer 
Dimension d, wo (8) 2w—nd. Damit ist J zu einer 
vollständigen Invariante von f geworden, für die der 
Satz IV gilt. 

Ordnet man andererseits die unimodulare Invariante 
J (28) nach Aggregaten von jeweils konstanter Exponenten- 
summe d,, so ergibt sich, daB, in Übereinstimmung mit 
Satz IX des $ 12 (S. 213), jede unimodulare Invariante von f 
als ein Aggregat vollständiger Invarianten mit verschiedenen 


3 ; ; d : 
Dimensionen d, und Gewichten w, — _—. darstellbar ist. 


Die vorstehenden Überlegungen lassen sich ohne prin- 
zipielle Schwierigkeiten ausdehnen einmal auf ein System 
von Urformen f,, y; 4, --., und damit auch auf Ko- 
varianten, andererseits auch auf Urformen mit mehreren 
Reïhen von Variabeln, die inkongruenten und im beson- 
deren auch teilweise oder ganz kongruenten Substitutionen : 
unterworfen werden ($ 15). 


Es liege ein System von Urformen f,, Jp, hgys... VOT: 
RON ETES ET 
(1a) Gp, %) =a? = =..., 


4 “IQ - 
= 0 tb... 


so gelten die Transformationsformeln (6) nunmehr für alle 
Klammerfaktoren, môügen sie aus Symbolen derselben Ur- 
form oder zweier verschiedener Urformen gebildet sein: 


(6a) (x 8) —A(ab), (x'87) =A(a’b'), (xx) —A(aa’), 
Fühbrt man Anleitung von (2), (3) die nicht- 


Hono-cnon Symbole 4,.b,-.%, a,1b/,...,1a", D, 
ein, so folgt wiederum aus (II) $ 22 als Kriterium einer 
Schiebungsinvariante J von f, g,h, ... bez. «x, das iden- 


tische Erfülltsein der Bedingung: 


q  DntDart Dante, 


Meyer, Allgemeine Formen- und Invariantentheorie I. 24 
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wo sich jede Summe auf die Symbole einer und derselben 
Urform erstreckt. Daraus folgt, daB jede in den realen 
Koeffizienten a;, by, @, ... der Urformen ganzrationale 
Schiebungsinvariante bez. x, von den Maximalgraden d, 
d’,d”,... in den homogenen Symbolen darstellbar ist 
als ein Aggregat von der Struktur: 


—_— b}°ab ëac (b c}joe ... (@/b'}a# ... (a a” }ac 
CNE EC {ab} (ane (bo. (a/ by (aa) 


aÿa Do cpe. . ai. alta 
wo in jedem Gliede die Anzahl der eintretenden ‘Symbol- 
DaareMVONCr ; JMS repli Ed de dE TER 
Verlangt man weiter, daB J zugleich eine Streckungs- 
invariante bez. x, und +, von den Gewichten #,, w,, und 


damit eine Seminvariante von f, g, h, ... (bez. æ,) sein 
soll, so findet dies statt unter den beiden Bedingungen: 
(IT a) S'e—w , (IIa) y=w, —%. 


Dagegen erweitern sich die Relationen (III1”), (24) 
jetzt zu den folgenden: 


(III a”) W+w=nd+pd +qgd"+..., 
(24a) J'= mritrd'+ad"+.. TJ. 


Diese sagten in $ 12 (S. 201) aus, daB, wenn man in irgend- 
einem Gliede einer Seminvariante J die Grade in den a;, by, 
@,... resp. multipliziert mit den Ordnungen der zugehôürigen 
Urformen, die Summe dieser Produkte stets konstant, 
gleich der Gewichtssumme w, + w, wird; J lieB sich da- 
her als ein Aggregat von Seminvarianten mit verschiedenen 
Reïhen von Einzeldimensionen anordnen, deren jede in den 
&i, by, G, ... einzeln homogen ist, so, daB die Dimen- 
sionen stets jener Relation (IIIa”) unterliegen. 

In der Symbolik lassen die Relationen (IIIa”), (24a) 
auf Grund von (6a) die einfachere Deutung zu, daB J in 
allen Symbolen homogen, von der Dimension w, + w, ist. 
Der Satz IT erweitert sich somit zu: 

Satz Ila ,,Eine in den realen Koeffizienten 
QG Up Ge dérUrformen jf}; >: lu, Cats 
rationale Seminvariante J von den Gewichten w,, 
w, bez. æ,, æ, ist symbolisch darstellbar als ein 
Aggregat von Gliedern, deren jedes gebildet wird 
einmal aus Potenzen von Klammerfaktoren, die 
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durch Verbindung der Symbolreihen der Urformen 
unter sich und miteinander entstehen, anderer- 
seits aus Potenzen von Zusatzfaktoren «,, b,, ..., 
M0... ait, Pi, : 1: die Guimme der Exponontei 
der Klammerfaktoren ist gleich w,, der Zusatz- 
faktoren gleich w, —w,, so daB J in den ersten 
resp. Zweiten resp. allen Symbolen homogen ist 
resp. von der Dimension w,, w, w +w,. Und um- 
gekehrt.‘ 

Ersetzt man wiederum in einer Seminvariante J des 
Satzes ITa jeden der Zusatzfaktoren a, , b,, ...,af,b{, ..., 
aÿ , dj, ... durch die zugehôrige symbolische Linearform 
DD, D.) Q,, 0, 2/80 geht aus Jiéine 
Kovariante ÆX hervor, und Satz III erweitert sich zu: 

Satz IITa. ,Jede Seminvariante J des Satzes ITa 
ist Leitglied einer vôllig bestimmten Kovariante Æ 
der Urformen, vom Gewichte w, und der Ordnung 
Â1=w, —w,, während für die Grade in den Sym- 
bolen resp. Koeffizienten das gleiche gilt wie für 
J selbst.“ 

Fordert man schlieflich, daB die Seminvariante J 
auch gegenüber einer Schiebung A,(h,) (27) ungeändert 
bleibt, so ergibt sich genau, wie im Falle der einen Ur- 
form f, daB nunmehr alle Zusatzfaktoren in Wegfall 
kommen und demgemäB w, — w, — w wird, so daB die 
Relation (24a) übergeht in: 


(8a) 2w—nd4d+pd +qd” +... 


Demnach lautet der Clebschsche Fundamentalsatz IV 
für ein System von Urformen: 

Satz IVa. ,Jede vollständige Invariante J 
eines Systems von Urformen f,;, 9ps My» -::, VON 
einem Gewichte w, ist symbolisch darstellbar als 
ein Aggregat von Gliedern, die aus Klammer- 
faktoren zusammengesetzt sind. J ist homogen in 
den ersten wie in den zweiten Symbolen von der 
Dimension w, in den beiderlei Symbolen von der Di- 
mension 2w, und wenn an der Bildung irgendeines 
Gliedes resp. d, d’, d”, ... Symbolpaare der Ur- 
form beteiligt sind, so gilt stets die Relation (8a). 
Und umgekehrt.‘* 

24* 
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Hier ordnen sich, wie in $ 13 (S. 215), die Kovarianten K 
als Spezialfall ein, wenn man dem System der Urformen 
eine Linearform w, = 4,2, + %, #, adjungiert, und hinterher 
in den Invarianten des so erweiterten Systems die GrôBen 
>, —U, wWieder durch die kogredienten Variabeln ,, %, 
ersetzt. Da für eine Linearform #%, die Symbole w,, 4; 
mit den realen Koeffizienten übereinstimmen, so kommt 
man mit einer Reïihe von Zeichen x,, æ, aus, und die- 
jenigen Klammerfaktoren, an denen die « beteiligt waren, 
nehmen resp. die Gestalt von Linearformen @&,, b,, ..., 
ai, 0, ..., af, ban Damit-gelanste man aber 
gerade zu Kovarianten von der Struktur des Satzes IITa, 
d. h. zu der Umkehrung des letzteren: 

Satz IIIb. ,,Das Leitglied einer Kovariante K 
ist eine Seminvariante. 

Der Beweis des Satzes V überträgt sich ohne wei- 
teres auf Systeme von Urformen, womit auch die ent- 
sprechende kürzere Herleitung des Fundamentalsatzes IVa 
gewonnen ist. 
| Weiter steige man auf, wie in $ 15 ($S. 256), zu Urformen 

mit mehreren Reïhen von Variabelnpaaren æ,, % ; Y1, Ys; 


2 23 --., die inkongruenten Substitutionen mit den 
Determinanten 4,, 4À,, À,, ... unterliegen: 
Gb) : NE LE A — ETS URSS == DV TEE 
— nr € 
— ORNE, 
nebst weiteren f},»,9,…. fa,» +--, die sich äuBerlich 


von / nur durch Hinzufügung von Akzenten an den Zei- 
chen für die Ordnungen und Symbole unterscheiden môgen. 
Ein Symbol der Art a, b, ..., a”, b”, ... heïiBe kurz 
ein (+)-Symbol usf. 

Für eine Schiebungsinvariante J der Urformen bez. x, 
tritt wieder die symbolische Darstellung (20a) ein, und 
das Entsprechende gilt hinsichtlich der weiteren ersten 
Variabeln %y,, &, ... Demnach erweitert sich für eine 
Schiebungsinvariante J bez. æ,, y, &, ... die Darstellung 
(20a) dahin, daB lauter solche, aber auch nur solche 
Klammerfaktoren zulässig sind, in die jeweils zu derselben 
Variabeln gehôrige Symbole eingehen, wie Z. B. (ab), (ac), 
(be), F6r,421b°) tb DEEE ae ra arentl als Zu- 
satzfaktoren irgendwelche ersten Symbole a, b;, ...,r, 
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Le rte ou ERA EE DURE CE PC PL EE 
auftreten dürfen. 

Die Differentialgleichung (Ia) ist jetzt in genau so 
viel Exemplaren aufzustellen, als Variabelnpaare vorhan- 
den sind, also bei der jetzt gewählten Schreibweise von (1b): 


RER UE L 

°a | €b one ane oi eæ0), 
Gb) lez 7, JT. 6J 

Het Hit Het... =0, 


und umgekehrt charakterisieren diese Bedingungen eine 
Schiebungsinvariante J bez. æ,, y,, ,. 

Sodann übe man unabhängig voneinander einmal die 
Streckungen M,(m.), M,(n.,), M,(p;),...bez.æ,y,,2,..., 
andererseits die Streckungen M,(m,), Mn), Mo(pe), . 
bez. æ , Ye ; 22, ... aus, und verlange, daB die Schiebungs- 
invariante J zugleich gegenüber jeder der Streckungen 
invariant sei, mit Gewichten w!”, w, ... resp. w£®, wŸ, ...: 


(x) we 
D md Jin Ju J =D; dy... 


(x) (2) gi 
(17b) J'=m J, J'=m J, J'=pJ,.. 


Bezeichnet man den Exponenten irgendeines aus zwei 
(x)-Symbolen gebildeten Klammerfaktors in J mit «® usf., 
den Exponenten irgendeines zu (x, æ,) gehôrigen Zusatz- 


faktors a,, b,, ..., a{, b{, ... mit 7® usf., die Anzahlen 
der in irgendeinem Gliede von J auftretenden (x)-Symbole 
Son 0 0... rep. mit 4, d'®, d°@ usf,, 80 er- 


weitern sich die Relationen (IIa), (IILa), (IILa”), (24a) 
unmittelbar zu den folgenden: 


(ITb) D'Or UT et 

ONDES m0 = uw) — wi, ..., 
w® + 09 = nd9 +n'd'O+n"d"® +.. 

(LIL D”) À 0% + 00 = p d® + p'd'O + p’d'O +... 


+ fo) mo. 
CD MR ET CNRS ET 'ORCE PREEE 
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wo die Relationen (24b) aussagen, daB J resp. gegenüber 


einer Erweiterung E(m), E(n), ... invariant ist. 

Für eine vollständige Invariante J wird wiederum 
we = w® = w®, 09 = wÿ — w%), ..., wo nunmehr w), 
w®), ... die Gewichte von J hinsichtlich der einzelnen 


Variabeln sind. 
Unter Berücksichtigung dieser Ausdehnungen lassen 

sich die Sätze I bis V auch für den vorliegenden Fall 

formulieren, was dem Leser überlassen bleibe. 

Zieht man noch die besonderen Füälle in Betracht, 
daB die Variabeln (x), (y), ... teilweise oder ganz kon- 
gruenten Substitutionen unterworfen werden, z. B. die (x) 
und (y), so treten zu den oben aufgestellten Bildungen J 
noch solche hinzu, wo auch Klammerfaktoren zulässig 
sind, die gleichzeitig ein (x)-Symbol und ein (y)-Symbol 
enthalten; für eine vollständige Invariante fällt dann w() 
und w%) zusammen usf. 

Wie in den $$ 11—15 lassen sich die Eigenschaften 
der symbolischen Darstellung, die eine Folge der Invarianz 
resp. gegenüber den beiderlei Schiebungen und Streckungen 
sind, und umgekehrt jene Invarianz charakterisieren, der 
Reihe nach durch lineare partielle Differentialgleichungen 
wiedergeben, wie es für eine Schiebungsinvariante bez. 
æ—%, in nichthomogenen Symbolen a, b, ... bereits 
vermôge (I) resp. (la), (1b) geschehen ist. 

Zu dem Behuf bediene man sich homogener Symbole. 
Es genüge die Betrachtung einer Urform f (1). 

Um die Gleichung (1) homogen zu schreiben, berück- 
sichtige man die Relationen: 

(30) GB 44, Db—=bb, &—=cc, …. 


CAE | 


wo man für eine Schiebungsinvariante J von f bez. x = æ, 


die &, D, &, ... als nur der Homogenität halber ein- 
geführte, von den æ&, D, &, ... unabhängige Symbole 
aufzufassen hat. Aus (30) folgt durch partielle Differen- 
qe Ôa 0b 

tiation, da He Fate LUE 

0 0 Ô (] 

(31) Le LES 


ôc* 04 por 
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Damit geht die Bedingung (I) über inidie homogene 
Gestalt: : 
| | pl 
(Ta) ae D. 


0% AO D 


Für eine Schiebungsinvariante J bez. x, vertauschen 
sich einfach je zwei der Symbole a,, @& ; b,, D, ; ..., und 
es ergibt sich: 

(IA) Rd 0e 


2 2 2 7 
Ca; Cb, 


Vereint charakterisieren die Bedingungen (1x), (If) 
eine unimodulare Invariante. 

Die Streckungsinvarianz bez. x, fand ihren Ausdruck 
in der Tatsache, daB in der Darstellung (15) die a, b, 
€, .--, und damit in (20) die æ , b,, ©, ... homogen in 
der Dimension ©'e— w, auftraten. 

Somit liefert der Eulersche Satz:- 


OJ OJ 
(Ty) re ns 
und wieder entsprechend für die Streckungsinvarianz bez. #, : 
0J Oo J 
| | _— 
(To) dr L D, 26 = Wd. 


Sind (1) und (10) zugleich erfüllt, so führt die Ad- 
dition beider Gleichungen wieder zu der Homogenität in 
allen Symbolen von der Dimension w, + w. 

Eine Seminvariante ist durch das Bestehen von (I), 
(Ty), (Id) charakterisiert; eine vollständige Invariante 
durch alle vier Bedingungen; in letzterem Falle fällt w, 
mit w, Zusammen: 

Satz VI. ,,Die respektive Invarianz gegenüber 
den beiderlei Schiebungen und Streckungen findet 
ihren Ausdruck im identischen Bestehen der sym- 
bolischen Differentialgleichungen (Ix), (16), (Ly). 
(Lot 

Liegt ein System von Urformen vor, so hat man die 
linken Seiten jener Gleichungen der Reihe nach für die 
einzelnen Urformen zu bilden, und alsdann wiederum zu 
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summieren. Im Falle inkongruenter Variabelnreihen ent- 
spricht einer jeden solchen je eine bezügliche Differential- 
gleichung usf. 

Aufgabe1. Die Differentialgleichungen und Gewichts- 
regeln des Textes sind an den im Anhange zum ersten 
Abschnitte, sowie in den dazugehôrigen Aufgaben ent- 
wickelten Beispielen zu bestätigen. 

Aufgabe 2. Die Sätze I bis V sind für Systeme von 
Urformen mit mehreren Reïhen inkongruenter Variabeln- 
paare zu formulieren. 

Aufgabe 3. Mittels der Symbolik ist das ,,Hermite- 
sche*) Reziprozitätsgesetz* zu beweisen. Sind /,, gy ZWwei 
binäre Formen, mit den Koeffizienten (a), (b), so läBt sich 
jeder Kovariante von f,, von der Dimension p in den a, 
eine Kovariante gleicher Ordnung von g,, von der Di- 
mension » in den b, eineindeutig zuordnen. 


__ *) Ch. Hermite, Cambridge and Dublin Math. Journal 9 (1854), 
S. 172; vgl Gordan-Kerschensteiner, Invariantentheorie, 
Bd 2, Nr..98: 
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